N DER MATHEMATISCHEN | 
IN EINZELDARSTELLUNGEN 
BAND XXVI 


F. KLEIN 


VORLESUNGEN 
UBER NICHT- EUKLIDISCHE > 
GEOMBTRIB. 


| VERLAG VON JULIUS SPRINGERINBERLIN |] 


THE UNIVERSITY 
OF ROCHESTER 


DIE’ GRUNDLEHREN DER 


MATHEMAT ls Gili 
Wiss Ns CHAS ies 


IN EINZELDARSTELLUNGEN MIT BESONDERER 
BERUCKSICHTIGUNG DER ANWENDUNGSGEBIETE 


GEMEINSAM MIT 
W. BLASCHKE M. BORN C. RUNGE f 


HAMBURG GOTTINGEN GOTTINGEN 
HERAUSGEGEBEN VON 


R: COURANT 


GOTTINGEN 


BAND XXVI 
VORLESUNGEN UBER 
NICHT-EUKLIDISCHE GEOMETRIE 
VON 
FELIX KLEIN 


BERLIN 
VERLAG VON JULIUS SPRINGER 
1928 


175392 


FELIX KLEIN 


Veer SUNGEN 
UBER NICHT-EUKLIDISCHE 
GEOMETRIE 


FUR DEN DRUCK NEU BEARBEITET VON 


W. ROSEMANN 


MIT 237 ABBILDUNGEN 


BERLIN 
VERLAG VON JULIUS SPRINGER (eet?) 
1928 


ALLE RECHTE, INSBESONDERE 
DAS DER UBERSETZUNG IN FREMDE SPRACHEN, VORBEHALTEN. 
COPYRIGHT 1928 BY JULIUS SPRINGER IN BERLIN. 


Vorwort. 


Als Felix Klein den Plan faBte, die wichtigsten seiner autogra- 
phierten Vorlesungen im Druck erscheinen zu lassen, gédachte er, mit 
der Nichteuklidischen Geometrie zu beginnen und den alten Text zu- 
vor mit Hilfe eines jiingeren Geometers, des Herrn Dr. Rosemann, in 
der Anlage und den Einzelheiten einer griindlichen Neubearbeitung zu 
unterziehen. Diese Arbeit erwies sich als langwieriger wie urspriing- 
lich geschatzt. Klein selbst konnte ihren Abschlu8 nicht mehr erleben. 
Zwar hatte er in taglichen, durch mehr als ein Jahr fortgesetzten Be- 
sprechungen den Stoff bis in die Einzelheiten hinein mit seinem Mit- 
arbeiter durchdacht, gesichtet und geordnet; aber die eigentliche Aus- 
arbeitung des Textes muBte er von vornherein Herrn Rosemann iiber- 
lassen. Bei Kleins Tode lagen die Fahnenkorrekturen der ersten Ka- 

_pitel vor; es bedurfte jedoch noch jahrelanger opferwilliger Arbeit 
seitens Herrn Rosemanns, um auf Grund des urspriinglichen Programmes 
das Manuskript fertigzustellen und den Druck durchzufiihren. So ist 

bei diesem Werke eigener Anteil und Verdienst, aber auch eigene Ver- 
“SNantwortung des Bearbeiters viel héher zu bewerten als sonst tiblich. 

9 Neben Herrn Dr. Seyfarth, der mit feinsinnigem Verstandnis 

“SManuskript und Korrektur gelesen hat, gebiihrt fiir das Zustande- 
‘kommen des Werkes noch besonderer Dank Herrn Dr. H. Hopf; er 
shat nicht nur kritisch und helfend bei der Durchsicht groBer Teile des 

: “Sener aie und der Korrekturen mitgewirkt, sondern dariiber hinaus 
ss <ydie Ausarbeitung einiger wichtiger, seinem Arbeitsgebiet naheliegender 

Abschnitte iibernommen. Weiter hat Herr Professor Dr. Salkowski 
freundlicherweise den gréBten Teil der letzten Bogenkorrektur mit- 
gelesen. Endlich darf ein Dank an die Verlagsbuchhandlung hier nicht 
fehlen, deren Geduld und Entgegenkommen die wesentlichste Voraus- 
setzung fiir die Uberwindung aller Schwierigkeiten war. 


Gottingen, Oktober 1927. 
Der Herausgeber. 


} Aus der urspriinglichen autographierten Vorlesung, die in der 
Ausarbeitung von Fr. Schilling 1892 und in zweiter kaum veranderter 
Auflage 1893 erschien, sind zahlreiche Stellen gestrichen. Dafir ist 
eine Einfithrung in die Grundlagen der projektiven Geometrie voran- 
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gestellt (Kap. I und II). Weiter muBte in dem iibrigen Teil des Buches 
mit Ricksicht auf die neuere Entwicklung tiberall weiterer Stoff eingeglie- 
dert werden, so daB die Vorlesung zum Schlu8 eine véllig neue Ge- 
stalt gewann. 

Die beiden ersten Kapitel sind sehr ausfihrlich gehalten, um das 
Verstandnis der weiteren Teile des Buches zu erleichtern; der Leser, 
dem die projektive Geometrie bereits bekannt ist, mége sie bis auf § 6 
des zweiten Kapitels tiberschlagen. Kapitel III bringt die Entwick- 
lungen, die zum Verstandnis der nichteuklidischen Bewegungen not- 
wendig sind, und kann vom Anfanger beim ersten Studium tibergangen 
werden. Der Leser, der sich iiber den Rahmen des Buches hinaus mit 
der nichteuklidischen Geometrie beschaftigen will, findet eine wertvolle 
Literaturzusammenstellung in Sommerville: Bibliography of non- 
euclidean geometry, including the theorie of parallels, the foundation 
of geometry and space of n dimensions, London 1911. Weiter sei zur 
Erginzung der an vielen Stellen eingeschalteten historischen Be- 
merkungen auf Klein: Vorlesungen tber die Entwicklung der Mathe- 
matik im 19. Jahrhundert, Berlin 1927, hingewiesen. 

Um der Anschaulichkeit willen wurden moglichst zahlreiche Ab- 
bildungen eingefiigt. Abb. 31 und 236 sind der Funktionentheorie von 
Hurwitz-Courant, Abb. 62—64 der Theorie der automorphen Funk- 
tionen von Fricke-Klein entnommen. 


Hannover, Oktober 1927. 
Der Bearbeiter. 
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Erster Teil. 


Einfihrung in die projektive 
Geometrie. 


Kapitel I. 


Die Grundbegriffe der projektiven 
Geometrie. 


§ 1. Die affinen, die homogenen und die projektiven 
Koordinaten. 


A. Die affinen Koordinaten. Zur analytischen Darstellung der 
geometrischen Verhialtnisse werden wir die affinen, homogenen und pro- 
jektiven Koordinaten benutzen. Das einfachste Koordinatensystem 
auf der geraden Linie ergibt sich, indem wir einen Punkt durch seine 
positive oder negative Entfernung x von dem Koordinatenanfangspunkt 
bestimmen; die Einheit der Entfernung legen wir hierbei durch den 
Punkt mit der Koordinate 1 fest. In der Ebene und im Raume gehen 
wir von Parallelkoordinaten aus, deren Achsen beliebige Winkel mit- 
einander bilden kénnen, und bestimmen in entsprechender Weise einen 
Punkt durch die Koordinatenwerte x, y bzw. x, y, 2. 


---------—F 
/ 


Abb. 1. 


Eine naheliegende Verallgemeinerung dieser K oordinatenbestimmung 
ergibt sich, wenn wir die Einheiten der Entfernung auf den Koordi- 
natenachsen beliebig (Abb. 1, rechts), d.h. also nicht mehr kongruent 
(wie in Abb.1, links) annehmen, Diese neue Koordinatenbestim- 
mung k6nnen wir dadurch festlegen, da8 wir einen beliebigen Punkt E 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. i 1 


2 Die Grundbegriffe der projektiven Geometrie. 


der geraden Linie, der Ebene oder des Raumes als Einheitspunkt 
herausgreifen und ihm die Koordinaten *» =1 bzw. x =y=41 und 
%=y=2z=1 zuschreiben. Dieser Punkt bestimmt dann etwa im 
Fall der Ebene durch die beiden Parallelen zu den Achsen die Einheits- 
strecken auf diesen (Abb. 1) und damit zugleich die zugehGrigen posi- 
tiven Richtungen. Wir wollen diese Koordinaten als affine Parallel- 
koordinaten1) bezeichnen. Sie sind von Descartes (4596—1650) und 
Fermat (14608—1665) in die Geometrie eingefiihrt worden?) und haben 
im 18. Jahrhundert besonders durch die Arbeiten von Euler (1707—1783) 
allgemeine Verbreitung gefunden. 

B. Die homogenen Koordinaten. In der Geometrie hat es sich 
als praktisch erwiesen, auch unendlich ferne oder uneigentliche Elemente 
einzufiihren. Wir schreiben hierzu zwei parallelen Geraden (sowohl in 
der Ebene wie auch im Raume) einen uneigentlichen, d. h. einen 
unendlich fernen Schnittpunkt zu. In diesem Satze soll keine Behaup- 
tung liegen; es wird nur eine Redeweise eingefiihrt, die uns gestattet, 
viele Satze auBerordentlich zu vereinfachen; denn wir haben jetzt bei- 
spielsweise in der Ebene nicht mehr zwischen sich schneidenden und 
sich nicht schneidenden Geraden zu unterscheiden, da wir auf Grund 
unserer Verabredung jedem Gevadenpaar der Ebene einen bestimmten 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Schnittpunkt zuschreiben. 

Die uneigentlichen Gebilde lassen sich durch die affinen Koordi- 
naten nicht wiedergeben. Wir fiihren deshalb eine neue Koordinaten- 
bestimmung ein, indem wir zunachst auf der geraden Linie die affine 
Koordinate: 

Bees) 

te 
setzen, also einem bestimmten Punkt nicht mehr eine, sondern zwei 
Koordinaten %,, %,zuordnen. Jedem Punkt entsprechen dabei unendlich 
viele Wertsysteme, die sich sdmtlich in der Form (0%,, 0%.) darstellen 
lassen, wobei @ eine beliebige, nicht verschwindende Konstante bedeutet. 
Wir setzen fest, daB x, und x, alle endlichen Werte mit alleiniger Aus- 
nahme des Systems x, = 0, %, = 0 annehmen diirfen; jedem erlaubten 
Wertsystem entspricht dann ein bestimmter Punkt x der Geraden, 
der im besonderen fiir die Werte: x, =, *, =O der uneigentliche 
Punkt ist. Die hiermit eingefiithrten Koordinaten werden homogene 
Koordinaten oder auch, da es nur auf ihr Verhaltnis ankommt, Verhaltnis- 
koordinaien genannt. Wahrend somit die affinen Koordinaten nur eigent- 


1) Der Ausdruck affin ist von Euler gebildet und von Moebius wieder auf- 
gegriffen worden. Vegl. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Lausanne 1748, 
Bd. II, Kap. XVIII, Art. 442. Ferner Moebius: Der barycentrische Calcul. 
Leipzig 1827, S. X und 195. 

2) Vgl. E. Miiller: Die verschiedenen Koordinatensysteme. Enzyklopadie d. 
math, Wiss. Bd. III, AB7, S. 609. 
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liche Punkte umfassen, geben die Verhaltniskoordinaten auch den unend- 
lich fernen Punkt wieder. Bei Verwendung der Verhaltniskoordinaten 
erscheint also das Gebiet der eigentlichen Punkte durch den unendlich 
fernen Punkt erweitert. Wir werden die gerade Linie, wenn wir uns 
auf die Betrachtung ihrer endlichen Punkte beschranken, als a//ine 
Gerade bezeichnen, wahrend wir der durch den unendlich fernen Punkt 
erweiterten geraden Linie den Namen #rojektive Gerade geben wollen. 

In der Ebene liegen die Verhaltnisse ganz entsprechend. Wir setzen 
hier: 


Jedes Wertsystem (%, : % : %3) mit alleiniger Ausnahme des Systems 
(0:0 : 0) ergibt eindeutig einen Punkt der Ebene; insbesondere erhalten 
wir fiir x, = 0 die uneigentlichen Punkte. Umgekehrt liefert jeder 
Punkt eine unendliche Zahl von Wertsystemen, die sich samtlich in der 
Form (0%, : 0%: @%3) darstellen lassen. Genau wie bei der geraden — 
Linie bezeichnen wir die Ebene bei Beschrankung auf die eigentlichen 
Punkte als affine Ebene, wahrend wir sie nach Erweiterung durch 
die unendlich fernen Punkte projektive Ebene nennen wollen. 

In entsprechender Weise erhalten wir die homogenen Koordinaten 
des Raumes, indem wir: 


X4 %4 x4 


setzen. Auch hier haben wir zwischen dem ajffinen und dem #frojek- 
tiven Raum zu unterscheiden. 

Auf die anschauliche Auffassung der projektiven Gebilde werden 
wir im nachsten Paragraphen eingehen. 

Bei Verwendung der Verhaltniskoordinaten gewinnen die Gleichungen 
der Geraden und Ebenen eine besonders einfache Gestalt. Die Gleichung 
einer Geraden in der Ebene lautet in affinen Koordinaten: 


U,%X + Uy + Us= 0. (u, oder uy + 0) 


Bei Verwendung von Verhaltniskoordinaten nimmt sie die homogene 

Gestalt an: 3 

UX + UpX_ + Uz Xe = Ma Xs =O), 
T 


Im besonderen wird die Gleichung: 0- x, + 0: %) + Ux%3 = 0 (us + 0) 
durch die Koordinaten aller uneigentlichen Punkte erfiillt ; #3, = 0 oder 
einfach x, = 0 stellt also die Gleichung der unendlich fernen Punkte 
dar, Da diese Gleichung linear ist, wird es nahe gelegt, die Gesamtheit 
der unendlich fernen Punkte in der Ebene als Gerade zu bezeichnen. Man 
iiberzeugt sich leicht, da8 dann nicht nur zwei Gerade stets eindeutig 
einen Schnittpunkt, sondern auch zwei beliebige Punkte stets eindeutig 


4* 
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eine Verbindungsgerade bestummen. Da bei Verwendung von Verhiltnis- 
koordinaten auch die Gleichung x, = 0 einen bestimmten Sinn besitzt, 
brauchen wir nur zu fordern, daB in der Gleichung: #4 %,-++ Ug %_+ U3 %_ = 0 
nicht zugleich alle “; verschwinden. Genau so liegen die Verhaltnisse bei 
den Ebenen im Raum. 

Im Anschlu8 an diese Uberlegungen wollen wir einige elementare 
Formeln anfiihren, welche die Beziehungen zwischen der affinen und 
der homogenen Schreibweise deutlich hervortreten lassen. Dabei wer- 
den wir die Formeln links in affinen und rechts in homogenen Koordina- 
ten schreiben. In der Ebene lautet die Gleichung einer Geraden, 
welche durch die beiden festen Punkte y,, v. und 2, 2, (affine Koordina- 
ten) bzw. V1 : V2: Vg und 2, : 2, : 23 (nomogene Koordinaten) hindurch- 
geht, in den laufenden Koordinaten %,, %. bzw. %1,:%2: x3 folgender- 
maBen: 


Pe, Eas (ee. Say Bea 
Seve dt a= 0, ¥1 Ye V3\=0 
4 2 1; 21 2, 23 


Denn einmal sind diese Gleichungen in den variabeln GréBen 4%,, x2 
bzw. %, : %) : %g linear, stellen also eine gerade Linie dar; andererseits 
werden die Gleichungen durch Einsetzen der Koordinaten jedes der 
beiden festen Punkte identisch gleich Null, da dann in der Determinante 
zwei Zeilen iibereinstimmen. Genau so ergibt sich, daB im Raum 
eine Ebene, welche durch die drei festen Punkte ,, Yo, V3, 2%, 20, 23 
und 2, , f 5 t9 DZWi- Marta Nels Van Sac 2a) 2 25 ceg UWUG manga een 
durchgeht, die Gleichung: 


%y %_ Xz 1| X% Xz Xz Xq! 
My Ye Ys 4| Yr Ya Ya Val 
ha Pe Beaute 4 | 
by te Mige 1) 
besitzt. 
Bei Verwendung homogener Koordinaten lat sich eine gerade Linie 
in der Ebene, welche durch die beiden festen Punkte y, : yz : y3 und 
2, 1 2) : 2, hindurchgeht, auch in der folgenden Parameterform darstellen: 


o% =A + i 
OX = Ay Ve + Ap Ze oder: @% =A, yet Agzy: (=o 253) 
Q%,= 4,93 + ne] 


Hierbei bedeuten 2, und 4, zwei Parameter, die beliebige reelle Werte 
mit alleiniger Ausnahme des Systems 0 : 0 annehmen kénnen. Zu jedem 
Verhaltnis 2, : 2, ergibt sich ein bestimmter Punkt %, : x, : %3; es wird 
behauptet, daB die Gesamtheit dieser Punkte eine gerade Linie bildet. 


Die affinen, die homogenen und die projektiven Koordinaten. 5 


Der Beweis folgt durch das Einsetzen der Parameterform in die oben 
angegebene Gleichung der betrachteten Geraden: 


| ty Xs | Ay + 42%1, AyYe t+ deze, AVs + A225 
ye 2) Say a Jal Ye Ys 
14, 22 43 | ay 2 3 
Sle ee a3 4, 4 23 
=Aly, Ye Va|\+del¥1 Ye Ya|=4,-0+4,-0=0. 
4, 4 4% 41 4, 43 


In derselben Weise folgt: Bei Verwendung homogener Koordinaten 
laBt sich eine Ebene im Raum, welche durch die drei festen Punkte 
Ne vant Vaseacies Coca ca UNG, bots has 1 t, Hindurchgeht, im der 
folgenden Parameterform darstellen: 


0x, = AWWit dotit Agty - (¢ = ils 2, Bye 4) 


Genau so laBt sich eine gerade Linie 1m Raum, welche die beiden Punkte 
Veevors Ves Vand 27: 2 5 2,32, .enthalt, in der’ Form: 

: 0% = AVE Ag 2; (1 = 4, 2, 3, 4) 
wiedergeben. Denn alle diese Punkte liegen in den Ebenen, welche 
durch die beiden Punkte y, : yo: 3:4 und 2, : 2 : 23 : 2, einerseits 
und je einen beliebigen Punkt andererseits bestimmt sind. 

Die angegebenen Formeln zeigen den Vorteil, den die Anwendung 
der Determinantentheorie in der Geometrie gewahrt. Das Verdienst, 
die Determinanten konsequent in die Geometrie eingefiihrt zu haben, 
gebithrt Hesse) (1811-1874). Dieser hatte die Determinantentheorie 
bei seinem Lehrer Jacobi (1804—1851) kennengelernt, der zu ihrer 
Ausbildung wesentlich beigetragen hat?). 

C. Die projektiven Koordinaten. Die projektiven Koordinaten, 
die, wie wir gleich sehen werden, eine weitere Verallgemeinerung der 
homogenen Koordinaten sind, wollen wir zunachst fiir den Fall der ge- 
raden Linie kennenlernen. Hierzu gehen wir von der affinen Koordinate x 
aus und fiihren die projektiven Koordinaten, die wir mit x, und x, bezeich- 
nen, als ganze lineare Funktionen von x ein: 


OX = ay,% + Ay, Di iy Ga AGM oe 
OX = Ay X Ago, Gar a ox: hae 


1) Vgl. Hesses Ges. Werke, in denen immer wieder geometrische Satze mit 
Determinanten bewiesen werden. Wir nennen etwa als Beispiel: Uber Determinan- 
ten und thre Anwendung in der Geometrie, insbesondere auf Kurven vierter Ord- 
nung. , Crelles Journal Bd. 49, S. 243—264, 1855; wieder abgedruckt in Hesses 
Ges. Werken S. 319, 1897. 

2) Vel. Jacobi: Uber die Bildung und die Eigenschaften der Determinanten. Jour- 
nal f. reine u. angew. Math. Bd. 22, 1841, S.285—318. Neu herausgegeben von 
Stdckel in Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften Nr. 77, 1913. 


6 Die Grundbegriffe der projektiven Geometrie. 


Durch diese Beziehung wird ausnahmslos jedem eigentlichen Punkt x 
ein einziges Verhaltnis x,:%, zugeordnet. Um die affine Koordinate x 
umgekehrt als Funktion der projektiven Koordinaten x,:%, auszu- 
driicken, bilden wir die Gleichung: 


| Xx, Ay 
ay — AnX + Me oder: vo Ag % — Ayo Xo ae |%_ Ago 
%y Ay X +r Ag ; 411% — Agi %y | a See 

|@1 %y 


(Wenn D = 0 ware, wiirden sich in dieser Gleichung auf der rechten 
Seite die Koordinaten x, und x, fortheben.) Wir erhalten also auch 
umgekehrt zu jedem Wertsystem x, : x, mit alleiniger Ausnahme des 
Systems 0: 0 eindeutig einen Punkt x, der im besonderen fiir das Wert- 
system %, : %2 = @,, : a, der uneigentliche Punkt unserer Geraden ist. 
Die projektiven Koordinaten geben also genau wie die homogenen 
Koordinaten alle Punkte der projektiven Geraden wieder. 

Von Wichtigkeit sind diejenigen Punkte, in welchen eine der beiden 
projektiven Koordinaten verschwindet. Bei der Koordinate x, tritt 
dies in dem Punkte % = —dy, : a, und bei x, im Punkte % = —dgy : dy, 
ein. Diese beiden Punkte kénnen nicht identisch sein, da die Determi- 
nante D + 0 ist. Man bezeichnet sie als die Fundamentalpunkte A, und 
A, dey projektiven Koordinatenbestimmung, sie haben nach dem Obigen 
die Koordinaten *,:%,=0:41 und x,:%,=1:0. 

Man sieht unmittelbar, daB der neue Ansatz eine Verallgemeinerung 
des Ansatzes ist, welcher uns von den affinen zu den homogenen Koordi- 
naten fiihrte; denn dieser letzte Ansatz ergibt sich, wenn die vier Koeffi- 
zienten a,,, die Werte @,5 = ay, = 0, 4, = Ayo = 1 besitzen. Geometrisch 
ist in diesem Spezialfall der erste Fundamentalpunkt A, der Koordi- 
natenanfangspunkt: % = —d@,. : a, = 0:1, wahrend der zweite Fun- 
damentalpunkt A, zu dem uneigentlichen Punkte wird: % = —dgy : do, 
= 41:0. In diesem Sinne kénnen wir den Satz aussprechen: Die homo- 
genen Koordinaten auf der geraden Linie sind derjenige Spezialfall der 
projektiven Koordinaten, bet dem der eine Fundamentalpunkt in den 
unendlich fernen Punkt gertickt ist. 

Das projektive Koordinatensystem ist durch die Angabe der 
beiden Fundamentalpunkte A, und A, noch nicht eindeutig fest- 
gelegt. Hierzu miissen wir vielmehr zu den 
beiden Fundamentalpunkten A, und A, noch 
den sogenannten Einheitspunkt E hinzufigen, 
welcher durch die Gleichung: x, = %, bestimmt ist; in den affinen Ko- 
ordinaten x ist dieser Punkt durch die Beziehung: 


Ay E Az 
Abb. 2. 


Ay — a 
py ay 
Ay % + Gyy = Ay X +, Oder *%= 


Chip = Loe 
festgelegt. Durch die Angabe dieser drei Punkte sind die projektiven 
Koordinaten eindeutig bestimmt (Abb. 2). 
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Die Gleichungen, durch welche der Ubergang von einem projek- 
tiven Koordinatensystem zu einem anderen bewerkstelligt wird, gewin- 
nen wir auf folgendem Wege. Die beiden projektiven Koordinaten- 
systeme %, : %, und x, : x, seien durch die Gleichungen festgelegt: 


O% = AyX + Ay, OX = Ay,% + Ap, 
OX = Agi X + Aggy, GO Xy = Ay X% + Ago, 
wobei die Determinanten D und D der beiden Substitutionen ungleich 


Null sein miissen. Die gesuchten Transformationen ergeben sich durch 
Elimination der GroBe x in der folgenden Gestalt: 


Oy = {yy Igy — Ay Moq}%q + (Ay2 411 — Ay Ayy} Xo, : 

Gy = {Agy fon — Ayo My} %4 + {Aan Qyy — Ag1 Ayo} Xp. 
Die Determinante dieser Substitution ist gleich dem Produkt der 
Determinanten D und D und somit ungleich Null. Der Ubergang von 
einem ersten projektiven Koordinatensystem zu einem zweiten wird also 
durch eine homogene lineare Substitution mit nicht verschwindender Deter- 


minante wiedergegeben. Umgekehrt tiberfiihrt jede derartige Substitution 
ein projektives Koordinatensystem in ein anderes projektives System. 


In der Ebene definieren wir die projektiven Koordinaten x, : % : %3 
ebenfalls als lineare Funktionen der affinen Koordinaten x, y: 


0% = 4% + Apy + As, | G1 Un Ag 
O X%y = Ag X + Ugg V+ Mg, D=| Gy, Gyp agg) + 0. 
Q Xz = Ag, X + Ago + ag3- 1431 G32 @33| 


Durch Nullsetzen dieser drei Funktionen ergeben sich drei gerade 
Linien A,, A,, As, die als Pundamentalgeraden der betreffenden pro- 
jektiven Koordinatenbestimmung bezeichnet 
werden (Abb.3). Da die Determinante D + 0 
ist, gehen die drei Geraden nicht samtlich 
durch einen Punkt, sondern bestimmen ein 
Dreieck. Die Eckpunkte P,, P,, P, des Drei- 
ecks erhalten die Koordinaten (1, 0, 0) bzw. 
(0,1, 0) und (0, 0,1). Ferner ergibt sich als 
Umkehrung des Gleichungssystemes, indem 
wir 0,x,y als Unbekannte, die a;, und x, dagegen als gegeben ansehen: 


4 


Sy 
a 


Abb, 3. 


1 
Xn Ay ay, % Ay 
Noe Aan Aas Gx, XQ gg 
] %3 32, Ag 43, %3 33 
x ~—— > y = | 
GQ, Aq %y Gy, Ayn %y | 
Ax, Aan Xp Gx, Ag, Xe 
43; a3, %3 43, 43, %X3 
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Durch die angegebenen Formeln wird jedem eigentlichen Punkt 
der Ebene ein bestimmtes Wertsystem x, : x, :%, zugeordnet; um- 
gekehrt ist durch jedes Wertsystem x, : %, : %,, In dem nicht alle drei 
Koordinaten verschwinden, ein eigentlicher oder uneigentlicher Punkt 
der Ebene festgelegt. Die Gleichung einer geraden Linie nimmt die 
homogene Gestalt: 

Uy % + Uy %_ + Ug X%_ =O 

an, wobei wir voraussetzen miissen, daB nicht alle Koeffizienten y; zu 
gleicher Zeit verschwinden. Insbesondere stellen: x, = 0, %. =0, %; = 0 
der Reihe nach die Gleichungen der drei Fundamentalgeraden A,, A,, As 
dar. Wenn wir die Gerade A, mit der unendlich fernen Geraden 
zusammenfallen lassen, erhalten wir die homogene Koordinatenbestim- 
mung, was auf entsprechendem Wege wie bei der geraden Linie bewiesen 
wird. Die homogenen Koordinaten der Ebene sind also diejenigen pro- 
jektiven Koordinaten, bei denen die eine Fundamentalgerade mit der 
unendlich fernen Geraden der Ebene zusammenfallt. Um das projektive 
Koordinatensystem geometrisch eindeutig zu definieren, miissen wir 
zu dem Fundamentaldreieck der drei Geraden A,, Aj, A; noch den Ein- 
heiispunkt E mit den Koordinaten x, = x, = %; hinzunehmen (Abb. 3). 
Der Einheitspunkt kann sowohl im Innern wie im AuBern des Funda- 
mentaldreiecks liegen, nur darf er nicht den Fundamentalgeraden selbst 
angehéren. Die projektiven Koordinaten in der Ebene sind somit ein- 
deutig bestimmt, sobald wir vier Punkte, namlich die drei Eckpunkte 
des Fundamentaldreiecks und den Einheitspunkt E kennen. Zwei ver- 
schiedene projektive Koordinatensysteme gehen durch eine lineare 
homogene Substitution der Variabeln ineinander tiber; umgekehrt tiber- 
fiihrt jede derartige Substitution ein projektives Koordinatensystem in 
ein anderes derartiges System; auch hier ist der Beweis genau dem fiir 
die gerade Linie entsprechend. 


Im Raum ergibt sich als Grundlage der projektiven Koordinaten 
ein Tetraeder mit zugehérigem Einheitspunkt; das raumliche Koordi- 
natensystem wird also durch die Angabe von fiinf Punkten charakteri- 
siert, von denen keine vier in derselben Ebene liegen diirfen. Alle 
anderen Uberlegungen sind denen in der Ebene genau analog. 

Durch die Einfiihrung der projektiven Koordinaten ist die bisherige 
Sonderstellung der uneigentlichen Elemente, welche bei Benutzung 
homogener Koordinaten noch in gewisser Weise ausgezeichnet waren, 
vollstandig beseitigt. Auf die anschauliche Bedeutung dieser Tatsache 
werden wir in §2 naher eingehen. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB die auf S.4 und 5 fiir die homogenen 
Koordinaten aufgestellten Formeln auch fiir beliebige projektive Ko- 
ordinaten giiltig sind. Zum SchluB wollen wir hervorheben, da’ wir den. 
projektiven Koordinaten auf der geraden Linie und in der Ebene schon 
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an fritherer Stelle begegnet sind. Durch die Parameterdarstellung einer 
Geraden, welche durch die beiden Punkte y und z geht: 


0% = AVi + 19%; 
(S. 4), wird namlich jedem Punkt der geraden Linie ein Wertsystem 
4,:4, zugeordnet, und diese Wertsysteme sind mit den gerade einge- 
fiihrten projektiven Koordinaten identisch. Genau dasselbe gilt fir die 
Parameterdarstellung einer Ebene: 
O%§ = AV + 19% + Agi; 

D. Zusammenhang zwischen den affinen und projektiven Koor- 
dinaten. Wir deuten die Wertsysteme des terniren Gebietes (x, y, 2) 
als affine Koordinaten im Raum. Ferner denken wir uns jeden 
Punkt «, y,z des affinen Raumes durch eine gerade Linie mit dem Koor- 
dinatenanfangspunkt verbunden. Auf dieser Geraden liegen die saémt- 
lichen Punkte mit den Koordinaten: 


Fe Wave ae 
wobei 4 ein variabeler Parameter ist, der von —co bis +o lauft. 
Die Verhaltnisse der drei Koordinaten %:y:z bestimmen also ein- 
deutig eine und nur eine derartige Gerade, wahrend umgekehrt jede 
derartige Gerade ein und nur ein Wertsystem x :¥y:z ergibt. Wir 
Rénnen somit die affinen Koordinaten dey Raumpunkte als homogene 
Koordinaten der geraden Linien ansehen, welche durch den Koordinaten- 
anfangspunkt hindurchgehen. Diese Erkenntnis erhalt eine Erweiterung 
des Koordinatenbegriffes; denn bisher haben wir nur Punkte, nicht aber 
gerade Linien durch Koordinaten festgelegt (vgl.S. 34). Um von den 
Geradenkoordinaten wieder auf Punktkoordinaten zu kommen, schneiden 
wir das betrachtete Geradenbiindel mit einer Ebene, die nicht durch 
den Koordinatenanfangspunkt hindurchgeht. Sodann geben wir jedem 
Punkt der Ebene diejenigen homogenen Koordinaten, die wir oben der 


Abb. 4. Abb. 5. 


durch ihn hindurchgehenden Geraden zugeteilt haben. Wir wahlen als 
Schnittebene zunachst die Ebene z = 1 (Abb. 4). Ein Punkt dieser 
Ebene, welcher die affinen Raumkoordinaten x:y:1 besitzt, erhalt dann 
die homogenen Koordinaten x, : %):%; = *«:y:4. Wir haben somit 
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durch unsere Ubertragung in der betrachteten Ebene ein Parallelkoor- 
dinatensystem erhalten, in dem die einzelnen Punkte durch homogene 
Koordinaten festgelegt sind; denn die Verhaltnisse x,: +, und x»: x5 
stimmen mit den affinen Koordinaten der Ebene tiberein. Wenn wir 
der Schnittebene eine andere Lage geben, erhalten wir in ihr, wie sich 
ebenfalls leicht zeigen 1aBt, ein projektives Koordinatensystem, dessen 
drei Fundamentalgeraden durch den Schnitt mit den drei Koordinaten- 
ebenen des Raumes bestimmt werden (Abb. 5). In genau derselben 
Weise kénnen wir aus der affinen Koordinatenbestimmung in der Ebene 
die projektive Koordinatenbestimmung auf der geraden Linie ableiten. 

E. Ubersicht iiber die Entwicklung der Geometrie. Die an- 
gegebenen Gedankengange haben sich historisch auf dem folgenden 
Wege durchgesetzt. Im Altertum und Mittelalter kannte man nur 
die synthetische Geometrie, welche sich auf die unmittelbare Be- 
trachtung der geometrischen Gebilde beschrankt. In die synthe- 
tische Geometrie sind die uneigentlichen Punkte durch Desargues 
(4593—1661) eingefiihrt worden. Er lehrte 1639 parallele Geraden 
als Geraden durch einen unendlich fernen Punkt auffassen und verwandte 
bereits die Methode der Projektion beim Beweis geometrischer Satze?). 

Von 1600 an wird die analytische Geometrie geschaffen (vgl. S. 2), 
welche in der ausgiebigsten Weise von dem Hilfsmittel des Koordinaten- 
begriffes Gebrauch macht. (Man wiirde statt analytischer und syn- 
thetischer Geometrie besser analytische und synthetische Methode 
sagen; denn ein bestimmter Teil der Geometrie, wie z. B. die projek- 
tive Geometrie, kann ebensowohl analytisch wie auch synthetisch be- 
handelt werden). Da die neue Methode mit Hilfe der Analysis zahlreiche 
Aufgaben bewaltigen konnte, die den synthetischen Untersuchungen 
untiberwindbaren Widerstand geleistet hatten, gewann die analytische 
Geometrie zunachst einen weiten Vorsprung vor der synthetischen Me- 
thode. Alle diese analytischen Untersuchungen bezogen sich auf affine 
Verhaltnisse. 

Um 1800 trat eine neue Verschiebung ein. 1794 wurde in Paris 
in Zusammenhang mit der franzésischen Revolution die Ecole polytech- 
nique gegriindet. Der Organisator des mathematischen Unterrichtes an 
dieser Anstalt war der Geometer Monge (1746—1818), der vor allem 
unter Betonung der technischen Anwendungen eine systematisch aus- 
gebildete darstellende Geometrie geschaffen hat. Unter seinen Schiilern 
ragt Poncelet hervor (1788—1867), der als Begriinder der synthetischen 
projektiven Geometrie anzusprechen ist. Er hatte an der Ecole polytech- 
nique studiert und geriet wahrend des russischen Feldzuges in Gefangen- 
schaft. Hierbei hielt er in Saratow an der Wolga 1813 den mitgefangenen 


1) Desargues, Oeuvres: Bd.I, Paris 1864, S.105. Vgl. hieritiber und itber 
die folgende Entwicklung: Kotter: Die Entwicklung der synthetischen Geometrie. 
Jahresber. d. Deutschen Math. Ver. Bd. 5, 1901; besonders S.5 und 6, 
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Offizieren mathematische Vortrige, wobei er sich im Anschlu8 an 
die Methoden der projektiven Geometrie tiberraschend einfache Be- 
weise alter Lehrsatze zurechtlegte. Seine Untersuchungen faBte er in 
dem Buche: Tvaité des propriétés projectives des figures zasammen, dessen 
erste Auflage 1822 in Paris erschient). Dieses Werk, dessen zahlreiche 
neuartige Gedankengange den Grund zu der darauf einsetzenden geo- 
metrischen Entwicklung gelegt haben, gibt den Ubergang von der dlteren 
zur neueren synthetischen Geometrie?). Der Traité ist zwar nicht immer 
logisch abgeklart, da Poncelet zum Teil rein instinktiv durch Schliisse 
vorgeht, die logisch iiberhaupt nicht zu fassen sind’). Um so bewunderns- 
werter ist aber, dafB er hierbei stets zu richtigen Erkenntnissen gelangt. 
In seinem weiteren Leben hat sich Poncelet der technischen Mechanik 
zugewandt, deren eigentlicher Schdpfer er ist. So ist er z. B. 1854 bei 
der ersten Weltausstellung (in London) der Vertreter Frankreichs gewesen. 
Gegen Ende seines Lebens hat er sich wieder projektiven Untersuchungen 
zugewandt, die inzwischen Chasles (1793—1880) allerdings nicht véllig 
in Poncelets Sinn weitergefiihrt hatte. Die Gegensatze zwischen ihnen 
kommen in den bitteren Noten zum Ausdruck, die Poncelet der zwei- 
ten Auflage seines Traité, 1865, zugefiigt hat. 

' Die durch den Ponceletschen Traité eingeleitete Bewegung pflanzte 
sich nach Deutschland fort und ward einerseits von den Analytikern 
Moebius (1790—1868) und Pliicker (1801—1868) und andererseits den 
Synthetikern Steiner (1796—1863) und von Staudt (1798—1867) weiter- 
gefiihrt. Die beiden ersten Forscher haben die synthetischen Gedanken- 
gange Poncelets in ein analytisches Gewand gekleidet (analytische 
brojektive Geometrie). So hat im besonderen Moebius?) in seinem Werk: 
Der baryzentrische Calcul (d. h. Schwerpunktsrechnung), ein neues Hilfs- 
mittel zur analytischen Behandlung der Geometrie, Leipzig, 1827, emen 
Spezialfall der projektiven Koordinaten aufgestellt. Dieses Werk ist 
eines der am fliissigsten geschriebenen mathematischen Biicher, die 
wir besitzen, und seine Lektiire schon aus diesem Grunde zu emp- 
fehlen. Moebius denkt sich drei feste Punkte der Ebene mit bestimmten 
Massen belegt. Durch geeignete Festlegung der Massen, die auch negativ 
sein diirfen, kann der Schwerpunkt des Systems an jede Stelle der Ebene 


1) Die Vorrede zur ersten Auflage beginnt mit den Worten: Cet ouvrage est 
le résultat des recherches que j’ai entreprises, dés le printemps de 18143, dans les 
prisons de la Russie: privé de toute espéce de livres et de secours, surtout distrait 
par les malheurs de ma patrie et les miens propres, je n’avais pu d’abord leur donner 
toute perfection désirable. 

2) Vel. Kotter: 1.c., S. 427. 

8) Als Beispiel nennen wir das ,,Principe de continuité‘‘, das Poncelet neben 
anderen zur Erfassung der Verhaltnisse im Imaginaren dient; vgl. Kétter: 1. c., 
S: 120th 

4) Eine Lebensbeschreibung und eingehende Wiirdigung der Arbeiten von 
Moebius findet sich in Moebius Ges. Werken 1885, Bd. 1, Vorrede von Baltzer. 
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gebracht werden. Wenn wir alle drei Massen in demselben Verhiltnis ver- 
gréBern oder verkleinern, ergibt sich als Schwerpunkt der gleiche Punkt 
der Ebene wie vorher. Es gehért also zu jedem Punkt der Ebene ein- 
deutig ein bestimmtes Verhadltnis der drei Massen, die wir somit als 
homogene Punktkoordinaten ansehen kénnen. Die so erhaltenen Ver- 
haltniskoordinaten sind ein Spezialfall der projektiven Koordinaten, 
da die unendlich ferne Gerade stets die Gleichung x, + x, + *,; =0 
besitzt. Genau dieselbe Uberlegung stellt Moebius mit vier festen 
Punkten fiir den Raum an. Moebius benutzt zur Einfihrung seiner 
Koordinatenbestimmung ein vein mechanisches Prinzip, das sich durch 
groBe Anschaulichkeit auszeichnet. Derartige physikalische Vorstel- 
lungen haben sich in mehreren Gebieten der Mathematik als heuristi- 
sches Mittel auBerordentlich bewahrt. 

Die allgemeinen projektiven Koordinaten sind zuerst von Pliicker 
1829 aufgestellt worden). In derselben Arbeit findet sich auch das ein- 
fache Prinzip angegeben, durch das man von den affinen Koordinaten 
za den homogenen Verhaltniskoordinaten gelangt. Pliicker, der auch 
als Physiker einen bekannten Namen besitzt?), hat sich zum SchluB 
seiner Studien (1823—1824) in Paris aufgehalten und dort die Unter- 
suchungen der franzdsischen Geometer kennengelernt. Sein Verhaltnis 
za anderen mathematischen Autoren ist nicht leicht abzugrenzen, da 
er die zeitgendssische Literatur nur wenig beriicksichtigte. So ist 
ihm z. B. der barycentrische Calcul wahrscheinlich unbekannt ge- 
blieben. 

An der weiteren Entwicklung der projektiven Geometrie sind neben 
den Deutschen vor allem noch die Englander (S. 20) und die Italiener 
(S. 33) beteiligt. Dev wissenschaftliche Fortschritt ist eben nicht an ein 
einziges Land gebunden, sondern geht 1m Laufe der Zeiten von einer Na- 
tion zur anderen viber, die dann mit neuen Gesichtspunkten alte Probleme 
weiterfordert. 


§ 2. Die Zusammenhangsverhdltnisse der projektiven 
Gebilde; die Einseitigkeit der projektiven Ebene. 


Die bisherigen Betrachtungen itber die projektiven Mannigfaltig- 
keiten wollen wir nach der anschaulichen Seite ausgestalten. Die affine 
Gerade ist nach beiden Richtungen hin unbegrenzt; so weit wir auch auf 
ihr nach der einen Richtung, etwa nach rechts, weitergehen, wir kénnen nie 


1) Pliicker: Uber ein neues Koordinatensystem. Crelles Journal Bd. 5, S. 1—36. 
1829. Wieder abgedruckt in Pliichers Ges. Math. Abh. 1895, S. 124—158. 

2) Eine Lebensbeschreibung und wissenschaftliche Wirdigung Pliickers 
findet sich in den Gétting. Abh. Bd.16, 1871, Clebsch: Zum Geddchtnis an Julius 
Plicker. Wieder abgedruckt in Phickers Ges. Math. Abh., 1895. 
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einen Punkt erreichen, der in der anderen Richtung, also nach links von 
dem Ausgangspunkt unserer Wanderung liegt. Auf der projektiven Ge- 
raden schlieBt dagegen der unendlich ferne Punkt die beiden Seiten der 
geraden Linie zusammen, so daf} diese zu einer in sich geschlossenen Kurve 
wird. In der Tat gelangen wir, wenn wir auf einer projektiven Geraden 
in der einen Richtung etwa nach rechts immer weiter gehen, itber den 
unendlich fernen Punkt hinaus und kommen von der anderen Rich- 
tung, also von links, wieder an den Ausgangspunkt P unserer Wanderung 
zuriick (Abb. 6). Dies erkennen wir am einfachsten, wenn wir die ge- 
rade Linie mit einem Strahlbiischel schneiden, dessen Mittelpunkt 
nicht auf der geraden Linie selbst liegt. Jedem Punkt der geraden Linie 
einschlieBlich des unendlich 
fernen Punktes entspricht dann 
eime und nur eine Gerade des 
Strahlbtischels; wir sprechen 
hierbei von Vollgeraden, 
nicht etwa von Halbgeraden. 
Wenn wir eine gerade Linie 
in dem Strahlbiischel drehen, 
kommen wir nach einer Dre- 
hung um 180° auf die Aus- 
gangsgerade zuriick. In ge- 
nau derselben Weise kénnen wir die Wanderung auch auf der pro- 
jektiven Geraden ausfiihren. Wir erkennen hieraus deutlich, daB die 
projektive Gerade eine in sich geschlossene Kurve ist. Wenn wir um 
den Mittelpunkt des Strahlbiischels einen Kreis schlagen, werden die 
Punkte der projektiven Geraden auf die Punkte eines Halbkreises ab- 
gebildet (Abb. 6); dem unendlich fernen Punkt der Geraden ent- 
sprechen dabei die beiden Endpunkte des Halbkreises. Wir kénnen 
somit auf dem Halbkreis dieselben Verhaltnisse wie auf der projek- 
tiven Geraden erhalten, wenn wir die beiden Endpunkte als identisch 
ansehen, also uns etwa vorstellen, da sie unter geeigneter Verzerrung 
der Kurve aufeinander gelegt werden sollen. 

Genau in der entsprechenden Weise erstrecken sich die Punkte 
der affinen Ebene und des affinen Raumes nach allen Seiten hin unbe- 
grenzt immer weiter, wahrend die projektive Ebene und der projektive 
Raum durch die uneigentlichen Elemente in sich selbst geschlossen sind. 
Im Fall der Ebene k6nnen wir uns die dabei auftretenden Verhaltnisse 
veranschaulichen, indem wir die Punkte der Ebene den Geraden eines 
Biindels zuordnen, dessen Mittelpunkt nicht auf der Ebene selbst liegt; 
auch} hierbei entsprechen sich die Punkte der Ebene und die Geraden 
des Biindels umkehrbar eindeutig. Wenn wir um den Mittelpunkt des 
Biindels eine Kugel schlagen, kénnen wir die Punkte der projektiven 
Ebene auf die Punkte einer Kugelhdlfte abbilden; wir haben hierzu in 
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Abb. 7 die untere Kugelhalfte gewahlt. Jedem unendlich fernen Punkt 
der Ebene entsprechen dabei je zwei Randpunkte der Kugelhalfte; wir 
miissen deshalb genau wie oben je zwei derartige, einander diametral 
gegeniiberliegende Randpunkte als 
identisch ansehen. Allerdings lassen 
sich jetzt die auf diese Weise zu- 
geordneten Randpunkte nicht mehr 
ohne weiteres aufeinanderlegen; es 
geniigt aber fiir alle Uberlegungen die 
Festsetzung, da wir, wenn wir in 
den einen Randpunkt der Kugel- 
AbD. halfte kommen, zugleich auch in dem 
gegeniiberliegenden Randpunkt sind. 
Durch diese Vorschrift wird die Kugelhalfte zu einer geschlossenen 
Flache, da ja nirgends mehr ein Randpunkt der Flache vorhanden ist. 
Die in sich geschlossene projektive Ebene besitzt folgende merk- 
wiirdige Eigenschaft. Wir gehen von einem Kreis mit Drehsinn aus 
und ziehen ihn durch die unendlich ferne Gerade hindurch. Hierzu 
iiberfithren wir den Kreis in Abb. 8a zunachst in eine Ellipse und 
halten deren linken Scheitel fest, wahrend wir den rechten Scheitel un- 
begrenzt weiter nach rechts ziehen. Wir erhalten dadurch schlieBlich 
eine Parabel, welche die unendlich ferne Gerade berihrt (Abb. 8b). 


o|| gb Jp |/o_ | 


a 


fe. 8. 


Sodann tiberftthren wir die Parabel in eine Hyperbel, welche bekanntlich 
die unendlich ferne Gerade in zwei Punkten trifft; den linken Ast 
der Hyperbel ziehen wir bis in die Nahe des Ausgangskreises (Abb. 8c) 
Nunmehr nehmen wir dieselbe Operation in umgekehrter Reihenfolge 
mit dem rechten Ast der Hyperbel vor und ziehen ihn durch die unendlich 
ferne Gerade hindurch, wobei wir der Reihe nach wieder eine Parabel, 
Ellipsen und schlieBlich einen Kreis erhalten (Abb. 8d und 8e). Die 
genaue Betrachtung der Abbildung zeigt, daf sich der Drehsinn des 
Kreises bei dieser Operation umgekehrt hat. 

Genau dieselbe Erscheinung kénnen wir beobachten, wenn wir auf 
der Halbkugel mit einander zugeordneten Randpunkten einen hin- 
reichend kleinen Kreis mit Drehsinn itiber den Rand verschieben 
(Abb. 9); wir haben hierbei den Vorteil, da wir den Kreis nicht wie in 
der projektiven Ebene zu verzerren brauchen. Wir gehen yon einem 
kleinen Kreise aus, der auf der Vorderseite der Halbkugel in der Nahe 
von 4 liegen mége (Abb. 9), und ziehen den Kreis ttber den Rand der 
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Halbkugel heriiber, Infolge der von uns vorausgesetzten Zuordnung der 

Randpunkte erhalten wir hierbei zwei Teilstiicke eines Kreises, von denen 
- das eine auf der Vorderseite, das andere auf der Riickseite der Halb- 
kugel liegt (Nr. 4 in Abb. 9). Sodann schie- 
ben wir den Kreis ganz iiber den Rand (Nr. 2) 
und iberfiihren ihn allmahlich wieder auf die 
Vorderseite der Halbkugel (Nr. 3, 4). Wir 
sehen unmittelbar, daB sich bei dieser Ope- 
vation dey Drehsinn des Kreises ebenfalls um- 
gekehrt hat. 

An den uns gelaufigen Flachen des 
Raumes kénnen wir ein derartiges Verhal- 
ten nicht beobachten; denn wie wir auch, etwa auf der Kugel, einen 
gentigend kleinen Kreis mit Drehsinn verschieben, wir erhalten, an 
die Ausgangsstelle zuriickkehrend, dort immer den gleichen Dreh- 
sinn. Die einfachste Flache, die dasselbe Verhalten wie die projektive 
Ebene zeigt, ist das Moebiussche Band. Um diese Flache zu gewinnen, 
schneiden wir ein hinreichend langes und schmales Rechteck aus Papier 
aus, biegen seine beiden Enden zusammen, verdrehen sie um 180° 
und leimen sie dann aneinander (Abb. 10). Wenn wir in diesem Band 
einen kleinen Kreis verschieben, erhalten wir 
in der Tat genau wie bei der projektiven Ebenc 
eine Richtungsumkehr. 

Den betrachteten Unterschied zwischen der 
Kugel und dem Moebiusschen Band kénnen wir 
auch noch in der folgenden Weise charakteri- 
sieren. Die Kugel hat naimlich zwei Seiten, eine 
innere und eine duBere, wahrend das Moebius- 
sche Band nur eine einzige Seite besitzt. Denn wenn wir die letzte 
Flache irgendwo beginnend mit Farbe anstreichen und den Anstrich 
immer weiter fortsetzen, ist schlieBlich die ganze Flache iiberall mit 
_ Farbe bestrichen, wahrend im Fall der Kugel nur die AuBenseite ge- 
farbt sein wiirde. Man bezeichnet deshalb die Kugel als zwersevtige, 
das Moebiussche Band als einseitige Fliche. Auf allen einseitigen 
Flachen kann man durch eine geeignete Verschiebung den Drehsinn 
eines Kreises umkehren; bei den zweiseitigen Flachen ist dies da- 
gegen unmdglich. Mit Hilfe dieser Terminologie kénnen wir den 
wichtigen Satz aussprechen, daB die projektive Ebene eine einseitige 
Fldche ist. 

Jeder einseitigen Flache kénnen wir eine bestimmte zweiseitige 
Flache zuordnen, indem wir uns iiber die erste eine andere Flache 
gelegt denken, welche die einseitige Flache iiberall wie ein Anstrich 
bedeckt. Der Leser mége diese Konstruktion an dem Moebiusschen 
Bande durchfithren. Die bedeckende Flache mu8 hierbei zweiseitig 


Abb, 10. 
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sein, weil sie ihre eine Seite tiberall der einseitigen Flache zukehrt, 
wahrend die andere Seite frei im Raume liegt?). In dieser Weise konnen 
wir die projektive Ebene mit einem sehr flachen zweischaligen Hyper- 
boloid bekleiden, dessen beide Schalen sich von beiden Seiten der 
Ebene anschmiegen (Abb. 11). Das zweischalige Hyperboloid ist dabei 
eine zweiseitige Flache; denn 
wenn wir es durch die unend- 
lich ferne Ebene hindurch- 
ziehen, kénnen wir es in eine 
Kugel deformieren. 
Die Tatsache, daB es Fla- 
Abb. 11. chen gibt, welche nur eine Seite 
besitzen, haben unabhangig 
voneinander Moebius und Listing im Jahre 1858 entdeckt?); wah- 
rend Listing diese Entdeckung 1862 in einer Publikation andeutete’), 
hat Moebius sie erst 1865, aber ausfiihrlich, bekanntgegeben*). Diese 
letzte Mitteilung hat deshalb zuerst das Interesse auf die einseitigen 
Flachen gelenkt, ist also die wirksamere gewesen. Die Erkenntnis, 
daB die projektive Ebene eine einseitige Flache ist, wurde infolge einer 
Korrespondenz zwischen Schldéfli und Klein gewonnen®). 

Die Einseitigkeit der projektiven Ebene kommt allgemein darin 
zum Ausdruck, da wir eine zweidimensionale Figur, die wir durch 
das unendlich ferne Gebiet gezogen haben, stetig in das Spiegelbild der 
Anfangslage deformieren kénnen. Die vorhin untersuchte Richtungs- 
umkehr eines Kreises ist ein Spezialfall dieser Eigenschaft; zur Orien- 
tierung nehme man dieselbe Operation noch an einem Dreieck vor. 
Auf der projektiven Geraden und im projektiven Raum findet ein 
derartiges Verhalten nicht statt. Man macht sich dies am einfachsten 
an einer von zwei Punkten begrenzten Strecke auf der Geraden bzw. 
an einem Tetraeder im Raum klar. Die projektive Gerade und der pro- 
jektive Raum sind daher im Gegensatz zu der projektiven Ebene als zwei- 
settig zu bezeichnen. 

An diese Uberlegungen wollen wir noch die folgende Bemerkung 
anschlieBen. Durch die Einfiihrung der projektiven Koordinaten sind die 


1) In der Alteren Literatur sind aus diesem Grunde die einseitigen Flachen 
als Doppelfldchen und die zweiseitigen Flachen als einfache Fldchen bezeichnet; 
bei dieser Terminologie ging man eben von der Vorstellung aus, daB man aus der 
einseitigen Flache durch doppelte Bekleidung eine gew6hnliche Flache ableiten kann. 

2) Vgl. Stachel: Die Entdeckung der einseitigen Fléchen. Math. Ann. Bd, 52, 
S. 598. 1899. 

3) Listing : Dey Census der réiumlichen Komplexe. Gottinger Abh. Bd. 10. 1862. 

4) Moebius: Uber die Bestimmung des Inhaltes eines Polyeders. Sachsische 
Ber., Math.-Phys. Klasse, Bd. 17, S.31. 1865. Wieder abgedruckt in Moebius, 
Ges. Werke Bd. 2, S. 473. 

5) Vgl. Klein: Math. Ann. Bd. 7, 1874. Wieder abgedruckt in Klein, 
Ges. Abh. Bd. II, 1922, S. 64, 65. 
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unendlich fernen Punkte gleichberechtigt mit den eigentlichen Punkten 
geworden. Trotzdem spielt aber fiir die Anschauung das Unendlich- 
Ferne eine ausgezeichnete Rolle. Wir miissen uns deshalb solange in 
die anschauliche Vorstellung der projektiven Verhdltnisse zu: versetzen 
suchen, bis es uns z. B. nicht mehr allzugroBe Schwierigkeiten bereitet, 
irgendeine Figur durch das Unendlich-Ferne hindurchzuziehen. Je besser 
wir diese Fahigkeit erworben haben, desto konsequenter kénnen wir 
projektiv denken. 


§ 3. Die homogenen linearen Substitutionen. 


A. Die homogenen linearen Substitutionen ; der Gruppenbegriff. 
Zur Untersuchung der projektiven Transformationen in § 4 gebrauchen 
wir einige Eigenschaften der homogenen linearen Substitutionen. 

Wir gehen von m Variabeln %, %. %3...%, aus, die wir auf endliche 
Werte beschrankt voraussetzen, die aber nicht samtlich gleichzeitig 
verschwinden sollen. Der Allgemeinheit wegen teilen wir den Variabeln 
nicht nur reelle, sondern sogleich beliebige komplexe Werte zu. Je nach- 
dem die Zahl 7 der Variabeln gleich 1, 2, 3 oder 4 ist, spricht man von 
einem undren, bindren, ternaven oder quaternéven Gebiet. Wir fassen alle 
diese Falle zusammen, indem wir die Zahl m der Variabeln unbestimmt 
lassen. Die homogenen linearen Substitutionen der n Variabeln besitzen 
die Gestalt: 


Hy = Cy XH + CyyXQ+-+ + Cyn Xp, 


=c Tie i id 
My = Coy 4 + Cop Xo --+ + Con¥ns oder %,= Sic,,%,, (*=1,2,...n). 


Xn = Cn 14 lpn 9 Xo ° cer Cnn ns 


Thre Determinanten werden ungleich Null vorausgesetzt: 


Cy C49 Cry | 

Cox Con Con 
D=\6,, |= bap: 

has 

beng Cha+++Can 


Diejenigen Probleme der Mathematik, welche auf Substitutionen D = 0 
filhren, so z. B. die Abbildung des Raumes auf eine Ebene, wie sie 
in jeder Photographie vorliegt, spielen in dem vorliegenden Buche keine 
Rolle). Die Konstanten c,, kénnen, genau wie die x, beliebige kom- 
plexe Werte besitzen. Durch die obigen Substitutionen wird jedem 
Wertsystem (x, %4...x,,) eindeutig ein anderes Wertsystem (1%... X») 


zugeordnet und da wir D+0 voraussetzen, auch umgekehrt jedem 
Wertsystem (x,%,... %,) eindeutig ein System (x,%,...%/). 


1) Vgl. Klein: Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus. Bd. II, 
Geometrie, 3. Aufl., Berlin 1925, S. 86 und 101. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie, 2 
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Die Gesamtheit aller linearen homogenen Substitutionen besitzt 
die Eigenschaft, da8 je zwei von ihnen hintereinander ausgefiihrt eine 
dritte Substitution ergeben, welche ebenfalls in der Gesamtheit der 
betrachteten Substitutionen enthalten ist. Als Beispiel betrachten 
wir zuniachst den Fall 7 = 2. Die beiden Substitutionen: 

Hy = 04% + Cyp% , My = CX + 2X9, 

Hy = Coy %1 + Co9% 5 My = Cy 1 + Cop Xo 
ergeben zusammengesetzt : 

My = (C4101 + Cyp la) X41 + (Cry Cre + Cy2Co9) XB» 

Hq = (C9101, + Copa) X17 ++ (Cor Cp + Cop Coe) 9 5 
also wieder eine homogene lineare Substitution. Ihre Koeffizienten be- 
rechnen sich aus den Koeffizienten der beiden Ausgangssubstitutionen 
in dey bekannten Weise des Determinantenmultiplikationssatzes (Zeilen 
der ersten Substitution mal Kolonnen der zweiten Substitution). Daraus 
folgt, daB die Determinante der erhaltenen Substitution gleich dem 
Produkt der Determinanten der beiden Ausgangssubstitutionen ist. 
Da diese beiden Determinanten nach Voraussetzung nicht verschwin- 
den, muB auch die Determinante der erhaltenen Substitution von 
Null verschieden sein. 

Dieselben Verhaltnisse treffen wir im Fall von » Variabeln an. Die 
beiden Ausgangssubstitutionen schreiben wir in der Form: 


n n 
a ! Teen Diyas I 
Xn = 240,301, hu = Cuy%y » 
1 1 


Diese Gleichungen ergeben zusammengesetzt : 


= ' = y = h 
Ny = YD) Cy4° > Chy %y = >i >: Cui Chy hy = > (> Cy x Ch») Ri 
1 1 1 i 1 1 


woraus sich dieselben Schliisse wie oben ergeben. 

Des weiteren besitzt die Gesamtheit der homogenen linearen Sub- 
stitutionen mit nicht verschwindender Determinante die Eigenschaft, 
da unter ihnen zu jeder Substitution eine zugehérige, die sogenannte 
inverse Substitution vorhanden ist, welche mit der ersten Substitution 
zusammengesetzt, gerade die Identitat: 


nad, mam oo mom 
ergibt. Wenn die gegebene Substitution die Gestalt: = >/¢,;%, 
; abt shee Ch, Pee? 
besitzt, lautet die inverse Substitution: %7, = >} as Cz, ist hier- 


bei die Unterdeterminante des Elementes cj, in der Determinante D. 

Die homogenen linearen Substitutionen von ” Variabeln mit nicht 
verschwindender Determinante besitzen somit die beiden folgenden Eigen- 
schaften: In der Gesamtheit dieser Substitutionen sind einerseits alle 
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Substitutionen enthalten, die sich durch Zusammensetzung irgend zweier 
Substitutionen des Systems ergeben, und andererseits alle Substitutionen, 
die zu einer beliebigen Substitution des Systems invers sind. Ein System, 
das durch den Besitz dieser beiden Eigenschaften ausgezeichnet ist, wird als 
Gruppe bezeichnet. Daf die zweite Eigenschaft keine Folge der ersten 
Eigenschaft ist, ergibt sich aus dem System der Substitutionen, die zu 
einer ganzen positiven Zahl eine andere positive ganze Zahl addieren; 
dieses System bildet daher nach unserer Definition keine Gruppe. 
Im Laufe der Entwicklung ist der Gruppenbegrift fiir die Mathematik 
von grundlegender Bedeutung geworden und besitzt heute die gleiche 
Wichtigkeit wie etwa der Funktionsbegriff. 

Der Gruppenbegriff trat in der Mathematik zuerst in der Sub- 
stitutionstheorie, insbesondere in der Galoisschen Theorie der alge- 
braischen Gleichungen und ferner in der Invariantentheorie linearer 
Substitutionen auf. In den Mittelpunkt der geometrischen Forschung 
wurde der Gruppenbegriff von 1874 an durch die Arbeiten von Klein 
und Lie geriickt, welche die Wichtigkeit des Gruppenbegriffes bei 
Camille Jordan in Paris kennengelernt hatten?). 

B. Kogredienz und Kontragredienz. Die verschiedenen Variabeln- 
reihen, die bei geometrischen Untersuchungen auftreten, pflegt man 
nach der Art der Substitutionen zu unterscheiden, denen sie unter- 
worfen werden. Fiir uns stehen zwei besonders einfache Falle dieser 
Art im Vordergrund des Interesses. Zunachst werden zwei Reihen von 
Variabeln: 

%yX%_- ++ Xn, ViVo-++Vn 
kogredient genannt, wenn sie im Verlauf der Rechnungen immer Substi- 
tutionen mit denselben Koeffizienten: 
n n 
is a Vu 2 Can) (Coie Phe contd) 
erleiden. Die zweite Art der Beziehung, in der zwei Variabelnreihen 
zueinander stehen kénnen, gewinnen wir durch folgende Uberlegung. 


Wenn wir auf die bilineare Form: 
n 
oe 
f= UX Uy %y-- + UnXpn = Du Uy Xu 
T 
die folgenden Substitutionen der + anwenden: 


n 
Xn =>! ChaXh» 
a 


erhalten wir: 


n n n n 
|\F= My { 2 Cun XA} =>> CyAUy %) apes CaM) %) Ae 
uf it 1 


1) Vgl. Math. Enzyklopadie III, AB 4b, G. Fano: Kontinuierliche geometrische 
Gruppen, S. 292. 
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Indem wir die neuen Koeffizienten mit uw’, bezeichnen: 
n : 
F= U4 4 =i U3 X5 eG = Ui, Xp = Di ux) 2 

1 


ergeben sich fiir # die folgenden Gleichungen: 


n 
U, = du Cu AUn (A= 4) 2 ea) 
al. 
oder ausgeschrieben: 
/ 
Uy = Cyy Uy TF Coy Ug? ** + Cy Uy, 
U3 = Cyp Uy + Cop My --- + Cao Mn, 


vd 
Un = Cyn Wy ais ConUg:** ae CrnUy - 


In dieser Substitutionsformel der u, erscheinen gegentiber der entsprechen- 
den Formel fiir die x, (vgl. S. 17) einerseits die Horizontal- und Vertikal- 
reihen und andererseits die alten und neuen Variabeln vertauscht. Wir 
ordnen nunmehr jeder fest gegebenen Substitution x, => C,4%, eine 
zweite sog. kontvagrediente Substitution uj, =>i C,,U, zu, die tubrigens 
fiir spezielles c,, mit der gegebenen Substitution identisch sein kann. 
Wenn wir im Verlaufe einer Rechnung die Variabeln u, stets die zu den 
Substitutionen der x; kontragredienten Substitutionen erleiden lassen, 
nennen wir weiter auch die beiden Reihen von Variabeln: 
Dj Nolen X Uy Ug ss. Up, 

zueinander kontragredient. Beispiele fir derartige Variabeln werden wir 
bald kennen lernen. Wir wollen dabei besonders betonen, da8 immer 
nur zwei Reihen yon Variabeln zueinander kontragredient sein kénnen, 
nie aber ist eine Reihe von Variabeln an und fir sich kontragredient; 
dieselbe Bemerkung gilt auch fiir kogrediente Variabelnreihen. 

Die angegebenen Bezeichnungen Kogredienz und Kontragredienz 
sind der Invariantentheorie entlehnt, die einen wichtigen Einflu8 auf 
die geometrischen Untersuchungen gewonnen hat. Die invarianten- 
theoretische Ausgestaltung der Geometrie rihrt im wesentlichen von 
den beiden Englandern Cayley (1821—1895) und Sylvester (1814—1897) 
her, von denen der letztere die Namen Invariante, Kogredienz und 
Kontragredienz geschaffen hat. Die Anschauungen dieser beiden For- 
scher sind durch die Lehrbiicher von Salmon (1819—1904) weiteren 
Kreisen bekanntgeworden und haben besonders in Deutschland durch 
die Ubersetzungen von Fiedler (neuerdings Dingeldey und Kommerell) 
allgemeine Verbreitung gefunden. Weiter ist noch die deutsche invari- 
antentheoretische Schule zu nennen, welche von Clebsch (1833 —1872) be- 
griindet worden ist. Spater hat Klein in seinem Erlanger Programm (1872) 
die Geometrie geradezu als Anwendung der Invariantentheorie definiert?), 


1) Klein: Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen 
(Erlanger Programm), Ges. Abh., Bd. I, S. 460. 
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Zum SchluB wollen wir fiir spatere Untersuchungen (S. 43 und 141) 
den folgenden Satz beweisen: Die Determinante aus n kogredienten 
Vaniabelnreihen multupliziert sich bet einer homogenen linearen Substi- 
tutionsdeterminante als Faktor. Im Falle m = 2 hat diese Determinante 
die Gestalt: 

beg 865 


alle. ¥ = X%1Vo— XgV15 
1 Ye 


wobei *,*, und ,v. kogrediente Variabeln sein sollen. Bei Ausfithrung 
einer homogenen linearen Substitution ergibt sich: 


We y Va / s | faa 
Hy My] | yy Xp Cyy%yq, Cay Xp Cop %o) Cy, Cyn) | Xp X9 | 
i * , , y Pole | , 
ye? C111 + Cro» CoV 1 CoaVo| Coy Spa) | Vo 
Genau so lauft der Beweis im Falle eines beliebigen 1 
| ay , NN her ! 
tees Mal [et eigea ns engi | [ere Cyn | | 0, -72 Xp 
| > / » D Vea 
Vite eae oS Men bar ACyAVA + °° ie eas Coz > ++ Con | Vt - “Vn 
= = Hl ? 
| AeA AG | | Shin all 
1 | 
t | ron 
t by tn | | ee C1) th a2 > A Cn) th | | Cry Crn pea by tn 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


§ 4. Die projektiven Transformationen. 


A. Die projektiven, frei-affinen und zentro-affinen Transfor- 
mationen. Fir uns steht die geometrische Bedeutung der im vorigen 
Paragraphen betrachteten linearen Substitutionen im Vordergrund des 
Interesses. Wir sehen %, : % bZW. % i %o : %_ Und 4%): %y 3 %_ 2 X%q, die wir 
jetzt genau wie die Substitutionskoeffizienten reell wahlen wollen, als 
homogene Koordinaten auf der geraden Linie, in der Ebene und im 
Raum an. Die Substitutionen wollen wir in der Form schreiben: 


n+1 


0%, = d1en1%1, D=|c,,|+0, 
ai 


wobei wir mit 2 die Zahl der Dimensionen bezeichnen (v = 1, 2 oder 3) 
und » der Reihe nach die Werte von 1 bis x + 1 zuteilen. Die Pro- 
portionalitatskonstante @=+0 haben wir hinzugefiigt, um zu kenn- 
zeichnen, daB es nur auf die Verhaltnisse ~, : %,--: : %,, nicht aber auf 
die Werte selbst ankommt. Die durch die angegebenen Substitutionen 
bestimmten Transformationen werden als Kollineationen!) oder auch 
als projektive Transformationen bezeichnet. Sie besitzen die Eigenschaft, 
daB sie alle Punkte, die vor der Transformation auf einer Geraden 


1) Den Namen Kollineation hat Moebius auf Anraten seines Freundes, des 
Philologen Weiske, in die Geometrie eingefiihrt. Vgl. Moebius: Der barycentrische 
Calcul 1827, Vorrede, S. XII. 
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bzw. Ebene gelegen haben, so transformieren, daB sie hinterher wieder 
eine Gerade bzw. Ebene bilden. Man kann zeigen, daB die Kollineationen 
(im reellen Gebiet) die allgemeinsten Transformationen sind, welche 
diese Eigenschaft besitzen; im imaginaéren Gebiet treffen wir dagegen 
etwas andersartige Verhaltnisse (vgl. S. 51). 

Die Bedeutung der im vorigen Paragraphen definierten kogredienten 
und kontragredienten Variabeln tritt jetzt unmittelbar hervor. Die 
Koordinaten zweier Punkte haben wir namlich als kogrediente Variabeln 
zu bezeichnen. Dagegen sind die Koeffizienten u,, die in der Gleichung 
einer beliebigen geraden Linie bzw. Ebene: 


Uy XP Uy %y ++ — Un41%n41= 0 (m = 2 oder 3) 


auftreten, zu den x, kontvagredient. Die Bedeutung dieses Satzes liegt 
in folgendem. Durch eine Kollineation, etwa im Raum, wird eine Ebene E 
in eine neue Ebene E’ iiberfithrt. Nach den Uberlegungen des dritten 
Paragraphen lassen sich die Koeffizienten uw, von £’ aus den Koeffizien- 
ten wu, von E durch die zu der Substitution der x, kontragrediente Sub- 
stitution ableiten. Wir kénnen daher die neuen Koeffizienten mit Hilfe 
dieser Substitutionen in besonders einfacher Weise berechnen. 

Um die Gleichung der Kollineationen in affinen Koordinaten auf- 
zustellen (wobei wir uns auf den Raum beschranken wollen), eliminieren 
wir zunichst aus den homogenen linearen Substitutionen die Proportio- 
nalitatskonstante 0: 


c fs + ¢ , c ¥s +c 
T 
Xs 11 x 12 A 13 x); 14 Xe Ke 
yma | x, x5 ee ne tie 
4 1 2 Ee d 
Ca sep gi Cho, ols C4 Cae 
SA Eh ah 
: Na Be 
4 : 4 6 c 1 2 3 
Sodann bezeichnen wir die affinen Koordinaten —,-—,— und 
5 hala ae Na Masts 
7 3 . . 
=, =, 3 mit x, y, 2 bzw.4', 9’, 2. Dadurch erhalten wit: 
Ny X%y M4 
/ / , / : 
Cyy% + CyoY + C432 + C44 Cyy% + C39 + Cyg% + Cog 


Yor:-, A 


ae / 7 “ et 7 / | 
Cay X + Cap’ + Cygz + Cag Cay X + Cay + Cagd + Cya 


Die Kollineationen ergeben also in affinen Koordinaten eine gebrochene 
nichthomogene lineare Substitution, bei der die Nenner in allen Briichen 
iibereinstimmen. 

Eine besondere Rolle spielen diejenigen Kollineationen, welche das 
unendlich ferne Gebiet in sich selbst iberfihren. Im Falle des Raumes 
werden sie aus den allgemeinen Kollineationen durch die Bedingungen: 


Cy =0, Cap = 0, (Grp Ooe Cag aed 


ausgesondert, wie ein Vergleich mit den obigen Formeln zeigt. Diese 
Transformationen, die man als affine Tvansformationen bezeichnet, 
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werden in affinen Koordinaten, die wir der bequemeren Schreibweise 
halber hier ebenfalls mit 4%, %.... %,  bezeichnen wollen, durch 
eine lineare (im allgemeinen nicht homogene) Substitution wieder- 
gegeben: 


Nig = Cn % + Cua Xy °° + Cnn ¥n-b Cn D={¢7'| + 0. (n= 1, 2 oder 3) 


Eine affine Transformation, bei der alle absoluten Glieder c, ver- 
schwinden und die somit den Koordinatenanfangspunkt in sich selbst 
iiberftihrt, bezeichnet man als zentro-affin. Wenn dies nicht der Fall ist, 
nennt man die Transformation im Gegensatz hierzu frei-affin. Man 
erkennt unmittelbar, daB8 wir eine frei-affine Transformation, durch 
Zusammensetzung einer zentro-affinen Transformation mit einer Parallel- 
verschiebung erzeugen k6énnen. 

Die Kollineationen von bestimmter Dimensionenzahl bilden eine Gruppe, 
da die homogenen linearen Substitutionen, durch die sie darstellbar 
sind, ebenfalls diese Eigenschaft besitzen. In genau der gleichen Weise 
bilden auch die affinen Transformationen eine Gruppe. Man bezeichnet 
eine Gruppe von Transformationen, die véllig in einer anderen Gruppe 
enthalten ist, als Untergruppe. Die affinen Tvansformationen bilden 
also eine Untergruppe der projektiven Transformationen. Sie werden 
aus den allgemeinen projektiven Transformationen durch die For- 
derung ausgesondert, da durch sie das unendlich ferne Gebiet in 
sich selbst tiberfiihrt werden soll. Man erkennt, da8 die zentro-affinen 
Transformationen weiter eine Untergruppe der affinen Transforma- 
tionen bilden. Diese Untergruppe ist dadurch gekennzeichnet, daB 
ihre Transformationen den Koordinatenanfangspunkt in sich selbst 
uberfiihren. 

B. Das Vorzeichen der Substitutionsdeterminante. Die Deter- 
minante einer Kollineation kann entweder ein positives oder ein ne- 
gatives Vorzeichen besitzen. Bei geradem m, d.h. also in der Ebene, 
ist dieser Unterschied aber ohne Bedeutung. Denn in diesem Falle 
kehrt die Determinante ihr Vorzeichen um, wenn wir alle Konstan- 
stanten c,, mit —1 multiplizieren; die Kollineation selbst wird hierbei 
nicht verdndert, da es nur auf die Verhaltnisse der x, ankommt. Bei 
geradem kann also ein und dieselbe Kollineation je nach der Art der 
Darstellung ebensogut eine positive wie auch eine negative Deter- 
minante besitzen. Bei ungeraden n, also.im Falle der geraden 
Linie und des Raumes, hat dagegen die Determinante der Kollineation 
ein eindeutig bestimmtes Vorzeichen, so da wir zwischen Kollinea- 
tionen mit positiver und negativer Determinante zu unterscheiden haben. 
Auf der geraden Linie und im Raum zerfallen also die Kollineationen in 
zwet verschiedene Scharen, die man nicht stetig ineinander tiberfihren 
kann; im Fall der Ebene bilden die Kollineationen dagegen eine einzige 
Manmnigfaltigkeit, da wir hier jede gegebene Substitution kontinuierlich 
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in die identische Substitution iiberfithren kénnen, ohne daB dabei die 
zagehorige Determinante jemals verschwindet. 

Geometrisch bedeutet dieses verschiedenartige Verhalten folgen- 
des. Auf der geraden Linie kann eine Kollineation die Richtung aller 
Strecken entweder unverandert lassen oder in die entgegengesetzte 
Richtung umkehren; bei ein und derselben Kollineation miissen dabei 
alle Strecken dasselbe Verhalten zeigen, da die Kollineation eine ein- 
eindeutige stetige Transformation ist. Man kénnte annehmen, daB 
entsprechend in der Ebene zwei Arten von Kollineationen zu unter- 

scheiden waren, je nachdem der Drehsinn, der 


Zz vom Koordinatenanfangspunkt in Richtung der 
- positiven ss ee ausgehend von der positiven 
% Richtung der —-Achse nach dem Koordinaten- 

Abb. 12. anfangspunkt eteeeene (Abb. 12), entweder 


in denselben oder in den entgegengesetzten Dreh- 
sinn uberfithrt wird; die projektive Ebene ist aber eine einseitige 
Flache (vgl. S$. 415), in der sich die beiden verschiedenen Arten yon 
Drehsinnen kontinuierlich ineinander iberfiihren lassen, so da8 hier 
in der Tat kein Unterschied zwischen den beiden betrachteten Arten 
von Kollineationen besteht. Im Raum treffen wir wieder dieselben 
Verhaltnisse wie bei der geraden Linie. Dze Eigenschaft der Kolline- 
ationen, auf der geraden Linie und im Raum in zwei verschiedene 
Scharen zu zerfallen, in der Ebene dagegen eine einzige Mannigfaltig- 
keit zu bilden, hingt also damit zusammen, daB die Ebene 1m Gegensatz 
zu der geraden Linie und zum Raum einseitig ist. 
Wenn wir von den projektiven Transformationen zu den affinen 
tibergehen, erhalten wir auch in der Ebene ein Zerfallen der affinen 
Transformationen in 
2,2 Ty +2 J Bak 
5 SERRE Toe a ie Sia ame solche mit positiver 
und solche mit nega- 
tiver Determinante. 
Dies wird dadurch 
verursacht, daB bei 
den affinen Transfor- 
mationen die geome- 
trischen Gebilde nicht 
mehr tiber die unend- 
lich ferne Gerade hin- 
weggeschoben werden 
k6nnen; die Ebene ist 
sozusagen langs der 
unendlich fernen Ge- 
raden aufgeschnitten, 


Abb. 14, 
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wodurch ihre Einseitigkeit aufgehoben wird. Den Unterschied zwischen 
den affinen Transformationen von positiver und negativer Determinante 
kénnen wir folgendermaSen formulieren. Wir haben bekannterweise 
sowohl auf der geraden Linie wie in dey Ebene und im Raume je zwei 
Arten von affinen Koordinatensystemen zu umnterschetden, die eimander 
in den Abb. 13—15 gegeniibergestellt sind. Bei einer affinen Transfor- 
mation gehen die Achsen des bisherigen Koordinatensystems in neue, 
ebenfalls durch einen Punkt laufende Gerade tiber (im Fall der geraden 
Linie wird dabei die positive Richtung entweder wieder in die posi- 
tive Richtung oder in die bisher negative Richtung tiberfiihrt). Bez den 
affinen Transformationen von positiver Determinante ist dabei das alte 
Koordinatensystem mit dem von den neuen Achsen gebildeten System 
gleichartig, bet negativer Determinante dagegen ungleichartig. 

C. Die anschauliche Wiedergabe der projektiven Transfor- 
mationen. Wir beginnen mit den affimen Transformationen, wobei wir 
uns auf die zentro-affinen Transformationen beschranken kénnen, 
da sich die frei-affinen Transformationen ergeben, wenn wir hinter- 
her noch eine beliebige Parallelverschiebung ausfiihren. Durch 
elementare Uberlegungen erkennt man: Bei der zentroaffinen Trans- 
formation auf der geraden Linie: *,=c¢,,%{; c+ 0 werden alle 
vom Koordinatenanfangspunkt ausgehenden Strecken in derselben 
Weise vergréBert oder verkleinert. (Wenn dabei c,, positiv ist, 
bleibt die positive Richtung ungedndert, wahrend sie bei negativem 
cy, in die bisher negative Richtung iiberfiihrt wird). In der Ebene geht 


2 -Y 


Abb. 16. 


bei einer zentro-affinen Transformation das System der konzentrischen 
Kreise, die um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt beschrie- 
ben sind, in ein System ahnlicher und ahnlich gelegener Ellipsen tiber 
(Abb. 16, in welcher G, und G, die Abbilder der beiden Koordinatenachsen 
sind). Genau so wird im Raum das System der konzentrischen Ku- 
geln um den Koordinatenanfangspunkt in ein System ahnlicher und 
ahnlich gelegener Ellipsoide tiberfihrt. 

Wir wenden uns sodann zur Betrachtung der Kollineationen, die 
sich bekanntlich geometrisch in sehr einfacher Weise durch Projektionen 
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erzeugen lassen. Wir legen hierzu auf der geraden Linie, die wir mit 
G bezeichnen wollen, durch einen beliebigen Punkt eine Hilfsgerade G’ 
und projizieren die Punkte von G durch Zentralprojektion von einem 
beliebigen Punkte P, der Ebene aus auf G’ (Abb. 17). Sodann fihren 


Abb, 17. Abb, 18. 


wir eine zweite Projektion aus, durch die wir die Punkte von G’ wieder 
auf die Punkte von G zuriickprojizieren. Hierdurch wird jedem Punkt 
der Geraden G ein zweiter Punkt eben dieser Geraden zugeordnet. 
Man kann leicht zeigen, daB zwei derartige Projektionen in der Tat 
eine Kollineation bestimmen. Die so er- 
haltenen Kollineationen besitzen stets einen 
reellen Fixpunkt, der aber, wie wir gleich 
sehen werden, im allgemeinen nicht vor- 
handen zu sein braucht. Wenn wir die all- 
gemeine Kollineation auf G_ erhalten 
: wollen, kommen wir nicht mit zwei 
Abb. 19. Projektionen aus, sondern miussen drei 
Projektionen verwenden, indem wir zuerst 
G auf G’ von P, aus, dann G’ auf eine zweite Hilfsgerade G’’ von P, 
aus und schlieBlich G” auf G zuriick yon P; aus projizieren. 

Wenn wir nur Parallelprojektionen verwenden, erhalten wir auf dem 
angegebenen Wege die affinen Transformationen auf der Geraden G 
(Abb. 18). Wenn im besonderen der Schnittpunkt von G und G’ im 
Koordinatenanfangspunkt der Geraden liegt, ergibt sich eine zentro- 
affine Transformation; wenn er dagegen in dem unendlich fernen Punkt 
der Geraden G liegt, d. h. wenn G und G’ parallel sind, kommt die pro- 
jektive Transformation auf eine kongruente Verschiebung der Geraden G 
in sich heraus (Abb. 19). 

Die Kollineationen in der Ebene lassen sich in entsprechender 
Weise durch Projektionen erzeugen. 

Mit Hilfe dieser Konstruktionen kénnen wir die anschaulichen 
Eigenschaften der projektiven Transformationen auf der geraden Linie 
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und in der Ebene in besonders einfacher Weise tbersehen. Im ersten 
Fall konstruieren wir auf der geraden Linie eine Skala aquidistanter 
Punkte und suchen ihr 
projektives Abbild auf. 
Hierzu bilden wir diese 
Punktreihe zunachst 
durch Parallelprojek- 
tion von Gauf G’ ab 
(Abb. 20); dann erhal- 
ten wir auf G’ eben- 
falls eine Skala aquidi- 
stanter Punkte, die wir 
durch Zentralprojek- 
tion auf G’ zuriickpro- 
jizieren, wodurch sich 
die gesuchte Skala er- 
gibt. Man erkennt unmittelbar, daB hierbei der unendlich ferne Punkt 
(im allgemeinen) auf einen endlichen Punkt abgebildet wird. Die ein- 
zelnen Bildpunkte drangen sich immer mehr zusammen, je mehr wir 
uns dem Abbild des unendlich 
fernen Punktes nahern; die ein- 
zelnen Punkte liegen schlieBlich 
so dicht, da wir sie in der Fi- 
gur nicht mehr wiedergeben 
konnen. Diese projektiven Ska- 
len werden in Kapitel V eine 
grundlegende Rolle spielen. — 
Die entsprechenden Uberlegun- 
gen im Fall der Ebene zeigen, 
da8 hier eine projektive Trans- 
formation die unendlich ferne 
Gerade im allgemeinen in eine 
eigentliche Gerade iiberfiihrt. 
In Abb. 24 haben wir die pro- 
jektive Abbildung eines Systems 
konzentrischer Kreise ange- 
geben. Die Kreise von genii- 
gend kleinem Radius bilden sich Abb. 21. 

in Ellipsen ab, die dann tber 

eine Parabel in Hyperbeln ttbergehen, welche sich von beiden Seiten her 
immer'mehr dem Abbild der unendlich fernen Geraden nahern, bis schlieB- 
lich beide Aste in diese Gerade zusammenfallen. — Im Raum miissen wir 
die entsprechenden Uberlegungen analytisch durchfiihren, wodurch wir 
die folgenden Ergebnisse erhalten. Das projektive Abbild einer Schar kon- 


Abb. 20. 
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zentrischer Kugeln besteht aus einer Schar von Ellipsoiden, die tber ein 
elliptisches Paraboloid in zweischalige Hyperboloide iibergehen; die bei- 
den Teile dieser Hyperboloide nahern sich immer mehr dem Abbild der 
unendlich fernen Ebene und werden dabei immer flacher, bis schlieBlich 
beide Teile nach Art der Abb. 14 (S. 16) in die betrachtete Ebene 
tbergehen. 

D. Die Fixpunkte einer projektiven Transformation. Als Fix- 
punkt einer gegebenen Transformation bezeichnen wir einen Punkt, der 
in sich selbst ttberfiihrt wird. Bei den zentro-affinen Transformationen 
ist ein derartiger Punkt stets vorhanden, namlich der Koordinaten- 
anfangspunkt. Wir wollen zeigen, daf§ auch bei den frei-affinen Trans- 
formationen stets ein Fixpunkt auftritt; allerdings kann er evtl. in 
das Unendlich-Ferne riicken. Auf der geraden Linie haben die frei-affi- 
nen Transformationen die Gestalt: 


My = Oy % +l, Cy + 0. 
Der gesuchte Fixpunkt ist also durch die Gleichung bestimmt: 
ot 
aa, 


Oi Ci at Cy COGCL.. Ng 


Wenn c,, +1 ist, d.h. wenn die Transformation nicht in eine reine 
Verschiebung ausartet, erhalten wir somit einen endlichen Fixpunkt. 
In der Ebene ist der Fixpunkt durch die Gleichungen bestimmt: 


X= Cy, %+ Co %q + Cy , Bs (€y,—1)%,+ C34, = — G5 
Xy = Coy X11 Cop%q + Co» Co %1 + (Cop — 1) %g = —Cq- 
Die Koordinaten des Fixpunktes lauten also: 
hae Boe | |e a 
goles mt] | eee 
\ Gre 1 Ci |C,,—1 Co | 
lee ag | ogee |: 5 CagenlemiCena=ck | 


Wenn der Nenner verschwindet, und mindestens ein Zahler ungleich 
Null ist, riickt der Fixpunkt in das Unendlich-Ferne. Wenn dagegen 
beide Zahler und der Nenner verschwinden, wird der Fixpunkt un- 
bestimmt; wir haben dann entweder eine ganze Gerade von Fixpunkten 
oder sogar die identische Transformation, bei der die ganze Ebene 
fest bleibt. Genau dieselben Uberlegungen lassen sich auch im Raum 
anstellen. 

Die entsprechenden Untersuchungen fiir die projektiven Transfor- 
mationen wollen wir ebenfalls nicht in allen Einzelheiten ausfiihren, son- 
dern nur die allgemeine Methode der Untersuchung angeben. Die gesuch- 
ten Fixpunkte sind durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 

n+1 


0%, =>i Cup XA (n=1, 2 oder 3) 
1 
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oder: : 
(Cy, — 0) %y + Cig XQ Cyn+1%n+1 =O, 
Coq %y + (Cog — O)%q °° + Conti Xn+1—= 0, 


Cray Cn+1,2%9°+* + (Cn4a,n+1— @)¥n41 = 0- 
Dieses System von homogenen Gleichungen besitzt nur dann eine 
Lésung, die von dem unbrauchbaren Wertsystem 0:0-::::0 ver- 
schieden ist, wenn die zugehérige Determinante verschwindet: 


| 
| (¢,, — @) Gre aoe  “yenein | 
by 
Oxy (Cop — Q)... Con+1 nl 
Cn+1,1 Cn+1,2 Cis (¢ N+1,N+17~ | 


Wir haben hiermit eine Gleichung (m + 1)-ten nee fir die Unbe- 
kannte @ erhalten; der Koeffizient von o”*1 ist namlich gleich (—1)"*1, 
so daB dieses Glied nie verschwinden kann. Die betrachtete 
Gleichung’ hat héchstens 7 + 4 verschiedene Lésungen @,, 02... On+1- 
Durch Einsetzen jedes dieser Werte in die Ausgangsgleichungen erhalten 
wir ein bestimmtes Wertsystem #1: %.--: :%,,; Es kann dabei 
der Ausnahmefall eintreten, dai} sich zu einer oder mehreren Lésungen , 
nicht nur ein, sondern unendlich viele derartige Systeme x, ergeben, 
die linear voneinander abhangig sind. Im allgemeinen werden wir aber 
za jedem o, ein und nur ein Wertsystem %,:%,--: 3%, erhalten. 
Eine Kollineation auf der geraden Linie, in der Ebene und im Raum 
besitzt also im allgemeinen 2 bzw. 3 oder 4 Fixpunkte. Diese konnen aber 
zam Teil zusammenfallen oder konjugiert imaginaére Koordinaten be- 
sitzen (wenn wir uns auf die Betrachtung des Reellen beschranken, 
sind diese letzten Fixpunkte als nicht vorhanden anzusehen). SchlieB- 
lich ist auch noch die Ausartung moglich, da die Fixpunkte gerade 
Linien oder sogar Ebenen erfiillen, deren samtliche Punkte fest bleiben‘). 
Aus den Realitatseigenschaften der Wurzeln einer kubischen Gleichung 
folgt, daB eine reelle Kollineation in der Ebene stets mindestens einen 
reellen Fixpunkt besitzen mu. Auf der geraden Linie und im Raum 
k6énnen dagegen alle Fixpunkte imaginar werden. 

Diese Uberlegungen bediirfen noch einer wesentlichen Erganzung. 
Denn wir haben auf S. 28 abgeleitet, daB die affinen Transformationen, 
die doch spezielle Kollineationen sind, nur einen einzigen Fixpunkt 
aufweisen. Diese Verschiedenheit der erhaltenen Resultate riihrt 
daher, daB die affinen Transformationen noch weitere Fixpunkte 
besitzen, die aber stets unendlich fern liegen und daher bei den Rechnun- 
gen mit affinen Koordinaten nicht auftreten. In der Tat tberfihren 


1) ‘Aus der vorstehenden Aufzdhlung ersehen wir, daB die Zahl der verschie- 
denartigen Kollineationen sehr gro ist; eine genaue Klassifizierung ist mit Hilfe 
der WeierstvaBschen Elementarteilertheorie méglich. Anschauliche Beispiele fir 
bestimmte Kollineationen werden wir in Kapitel III kennen lernen. 
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zunachst auf der geraden Linie alle affinen Transformationen den 
unendlich fernen Punkt in sich selbst, der somit den gesuchten zweiten 
Fixpunkt darstellt. Wenn der im allgemeinen eigentliche Fixpunkt 
ebenfalls in den unendlich fernen Punkt riickt, wird dieser Punkt zu 
einem doppeltzahlenden Fixpunkt der Kollineation. Eine affine Trans- 
formation in der Ebene bzw. im Raum iiberfiihrt die unendlich ferne 
Gerade bzw. Ebene in sich selbst und bestimmt somit auf diesem Gebilde 
eine Kollineation, die nach dem Obigen im allgemeinen zwei bzw. 
drei Fixpunkte besitzt. Das ergibt aber mit dem im allgemeinen end- 
lichen Fixpunkt, den wir bei einer affinen Transformation festgestellt 
haben, gerade die drei bzw. vier Fixpunkte, die eine Kollineation im 
allgemeinen besitzen muB. 


§ 5. Die n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. 


Im Verlaufe der bisherigen Untersuchungen haben wir eine Reihe 
wesentlicher Unterschiede in dem geometrischen Verhalten der geraden 
Linie, der Ebene und des Raumes kennengelernt. So ist, um nur ein 
Beispiel herauszugreifen, die projektive Gerade und der projektive 
Raum zweiseitig, die projektive Ebene dagegen einseitig. Den inneren 
Grund dieser merkwiirdigen Unterschiede kénnen wir am besten er- 
kennen, wenn wir von den speziellen Dimensionenzahlen 1, 2 und 3 
za den u-dimensionalen Mannigfaltigkeiten tbergehen. 

Hierzu bezeichnen wir zunachst ein bestimmtes Wertsystem 
%%q...%X, von endlichen Zahlen als Punkt einer affinen n-dimensionalen 
Mannigfaltigkett. Mit diesem Begriff verbinden wir aber keine an- 
schaulichen Vorstellungen. Denn der Raum der uns umgebenden AuBen- 
welt besitzt nur drei aufeinander senkrechte Richtungen, und nie- 
mand kann mit seinen Sinnen eine gréBere Anzahl von aufeinander 
senkrechten Richtungen feststellen. Wir gehen vielmehr ausschlief- 
lich von der analytischen Grundlage aus und bezeichnen nur die ein- 
zelnen Operationen in analoger Weise, wie wir es von der Geometrie 
in 1, 2 und 3 Dimensionen her gewodhnt sind, mit geometrischen Aus- 
driicken. Wir gewinnen dadurch den Vorteil, daB die analytischen 
Operationen durch Analogien mit den anschaulichen Verhaltnissen 
der AuBenwelt belebt werden. Dieses Verfahren wird heutzutage in 
zahlreichen Disziplinen verwandt; als Beispiel nennen wir die mathe- 
matische Physik, welche die » Komponenten, von denen der Zu- 
stand eines physikalischen Systems abhangt (Phasen), in dem u-dimen- 
sionalen Phasenraum zu deuten pflegt. 

Der Aufbau der affinen m-dimensionalen Geometrie wird in der 
folgenden abstrakten Weise durchgefiihrt: Wir nennen zunichst, wie 
oben angegeben, jedes endliche Wertsystem %,%,...%, einen Punkt 


n 
einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die wir abkiirzend als M,, be- 
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zeichnen wollen'). Die Gesamtheit der Punkte, deren Koordinaten 
eine lineare Gleichung: 


Uy %y - Ug %y +++ Un Xn + Unsi = O 


erfiillen, in der nicht die samtlichen 7 ersten Koeffizienten “, verschwin- 
den, stellt eine (~ — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit M,_; dar, die wir 
als Hyperebene bezeichnen; dabei sehen wir zwei Gleichungen, deren 
samtliche Koeffizienten proportional sind, als identisch an. Wenn zwei 
verschiedene lineare Gleichungen oder Hyperebenen keine gemeinsamen 
endlichen Wertsysteme besitzen, d. h. wenn sich die Gleichungen wider- 
sprechen, nennen wir sie parallel. Im anderen Fall haben sie oo”~? 
Wertsysteme gemeinsam, die wir als (w — 2)-dimensionale Mannigfaltig- 
keit M,—2 bezeichnen. Drei verschiedene Hyperebenen, von denen keine 
zwei sich widersprechen, d.h. parallel sind, und die ferner nicht linear 
voneinander abhangig sind, d.h. nicht sdmtlich durch dieselbe M,_2 
laufen, ergeben durch ihre gemeinsamen Wertsysteme eine My - 3 usw., 
bis wir schlieBlich durch den Schnitt von nicht parallelen M,-_, , die 
nicht samtlich durch dieselbe M, gehen, einen einzelnen Punkt, d.h. eine 
M,, erhalten. Die so bestimmten verschiedenen Arten von Mannigfaltig- 
keiten: My_-,,..., M@M,, My) bezeichnen wir als die Grundgebilde der 
n-dimensionalen Mannigfaltigkect. Wir sehen, wie sich mit Hilfe dieser 
Vorstellungen dieT heorze der lineavenGleichungen nut n Unbekannten durch 
Analogieschliisse auf geometrische Verhaltnisse lebendig ausgestaltet. 

In derselben Weise wie die affine m-dimensionale Geometrie laBt 
sich auf den Verhaltniskoordinaten eine projektive n-dimensionale 
Geometrie aufbauen. Wir bezeichnen hierzu jedes Wertsystem 4%, : 2 
+++ 1 %n41 mit alleiniger Ausnahme des Systemes 0:0:-:+-:0 als Punkt 
emer n-dimenstonalen projektiven Mannigfaltigkeitt P,. Ferner nennen 
wir die Wertsysteme, die eine homogene lineare Gleichung: 


Uy X%y + Ug% + °** + Un41%n41 = O 


befriedigen, in der nicht samtliche Koeffizienten u, verschwinden, eine 
projektive Hyperebene P,,_1 usw. 

Die hierdurch festgelegten Grundgebilde der n-dimensionalen Geo- 
metrie kénnen wir auch in Parameterform darstellen. Eine M, oder 
ein Punkt hat die Koordinaten 4,%;, eine gerade Linie wird von der 
Gesamtheit der Punkte 4,x;-++ 4,y; gebildet, wobei x und y zwei ver- 
schiedene, auf der Geraden liegende Punkte sind, eine Ebene ist in der 
Form 4,%;-+4,¥:-+ 4,2; darstellbar, wobei x, y und z der Ebene 
angehorige Punkte sind usw., bis wir schlieBlich zur Hyperebene kom- 


men, die in derselben Weise durch auf ihr liegende Punkte bestimmt 
SSF 


1) Manche Autoren sprechen von einem »-dimensionalen Rawm; wir wollen 
aber im Anschlu8 an Riemann das Wort Raum auf die dreidimensionalen Mannig- 
faltigkeiten beschranken (vgl. S. 289). 
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ist. Der Leser mége diese Ergebnisse mit den entsprechenden Satzen 
auf S.5 vergleichen. 

Wenn wir von einer projektiven u-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
zu einer entsprechenden affinen Mannigfaltigkeit kommen wollen, 
setzen wir die letzte Variabele x,,1 tberall gleich 1, d. h. wir schlieBen 
alle Wertsysteme aus, deren letzte Variabele verschwindet; oder in 
geometrischer Sprechweise: wir zeichnen alle Punkte einer bestimmten 
Hyperebene als uneigentlich aus. 

Die affinen und projektiven u-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 
haben wir hiermit in véllig abstrakter Weise definiert. Sie unterscheiden 
sich in dieser Beziehung scharf von den 1-, 2- und 3-dimensionalen Man- 
nigfaltigkeiten, von denen wir dariiber hinaus auch eine anschauliche 
Vorstellung gewinnen kénnen. In der modernen Axiomatik wird not- 
wendigerweise ausschlieBlich mit der abstrakten Definition gearbeitet; 
dieser Disziplin ist es namlich um die logischen Zusammenhange zu tun; 
deshalb scheidet sie nach Méglichkeit alle Anschauung aus ihren Uber- 
legungen aus, um keine logischen Zusammenhiange zu tibersehen, weil sie 
anschaulich evident sind. Es besteht aber kein Zweifel, daB die Geometrie 
dariiber hinaus auch die anschauliche Auffassung der geometrischen 
Verhaltnisse zum Ziele hat. ,,Es ist die Freude an der Gestalt in einem 
hodheren Sinne, die den Geometer ausmacht“‘, sagt Clebsch in seinem 
Nachruf auf Pliicker!). Die Entwicklung der letzten Dezennien hat es aber 
mit sich gebracht, daB in Deutschland vielfach die abstrakten logischen 
Untersuchungen der Geometrie in den Vordergrund des Interesses traten, 
wahrend die Ausbildung der zugehérigen Anschauung vernachlassigt 
wurde. Aus diesem Grunde ist in dem vorliegenden Buch auf die an- 
schauliche Seite der Geometrie ein ganz besonderer Wert gelegt. 

Die bisherigen Uberlegungen lassen sich unmittelbar auf »-dimensio- 
nale Mannigfaltigkeiten verallgemeinern, was der Leser selbst durch- 
fiihren moge. Es ergibt sich dabei das merkwiirdige Resultat, dag sich die 
Mannigfaltigheiten mit gerader Dimenstonenzahl anders verhalten als die 
Mannigfaltigheiten mit ungerader Dimensionenzahl. So sind z. B. die 
projektiven Mannigfaltigkeiten von gerader Dimensionenzahl einseitig, 
die von ungerader Dimensionenzahl dagegen zweiseitig?) (S. 15 u. 16). 
Ferner bilden die Kollineationen bei geradem eine einzige Schar, wahrend 
sie bei ungeradem m in zwei verschiedene Scharen zerfallen (S.23). Schlief- 
lich besitzt eine reelle Kollineation bei gerader Dimensionenzahl stets 
mindestens einen reellen Fixpunkt, wahrend bei ungerader Dimen- 
sionenzahl auch reelle Kollineationen ohne reelle Fixpunkte médglich 


1) Clebsch: Zum Gedichtnis an Julius Plicker. Gottinger Abh. Bd. 15. Wieder 
abgedruckt in Pliickers Ges. Math. Abh. 1895, S. XIII. 

2) Das heiBt: Wenn wir eine -dimensionale Figur einmal durch die unend- 
lich ferne Hyperebene der u-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit gezogen 
haben, kénnen wir sie dann im Endlichen bei ungeradem x in die Anfangslage, 
bei geradem » in deren Spiegelbild deformieren. 
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sind (S. 29). Diesen Gegensatz werden wir noch durch einige weitere 
Beispiele belegen k6nnen. 

Im folgenden werden wir uns im allgemeinen auf die Dimensionen- 
zahlen 1, 2 und 3 beschranken, da sich bei den meisten Satzen die 
Verallgemeinerung auf 2 Dimensionen ohne weiteres ergibt. Nur an 
denjenigen Stellen werden wir auf die Verhaltnisse in den u-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten eingehen, an denen sonst undurchsichtige 
Gegensatze zwischen den ersten drei Dimensionen auftreten. 

Systematisch ist die Betrachtung der u-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten zuerst von Grassmann in seinem Buche: Die Wissenschaft 
der extensiven Grofen oder die Ausdehnungslehre, eine neue mathematische 
Disziplin, Erster Teil: Die lineale Ausdehnungslehre, 1844, durchgefihrt 
worden. Grassmann betrachtet hier in sehr abstrakter Weise die affinen 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Vereinzelte Ansdtze zu derartigen 
Gedankenbildungen finden sich allerdings schon vor Grassmann bei 
anderen Autoren). Im Jahre 1862 erschien eine zweite umgednderte 
Ausgabe des Grassmannschen Werkes mit dem einfachen Titel: Die Aus- 
dehnungslehre, welche auch weitergehende (nicht-lineare) Probleme um- 
faBte, aber ebenfalls so abstrakt geschrieben war, daB es lange gedauert hat, 
bis Sich die wertvollen Teile ihrer Gedankengiange allgemein durchsetzen 
konnten. Inzwischen waren die Grundlagen der w-dimensionalen Geo- 
metrie schon von anderen Forschern selbstandig ausgestaltet worden?). 
Wir nennen hier vor allem den englischen Mathematiker Cayley (von 1844 
an), dem wir auch die Einfiihrung der invariantentheoretischen Gesichts- 
punkte in die Geometrie mit verdanken (vgl. S. 20). Auf die groBen Fort- 
schritte, welche die Italiener in der Theorie der 2-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten erzielt haben, kénnen wir in diesem Buche nicht eingehen. 


§ 6. Projektive Geraden- und Ebenenkoordinaten; das 
Prinzip der Dualitat. 


A. Die projektiven Geradenkoordinaten in der Ebene. Wir 
fiihren in der Ebene ein projektives Koordinatensystem x, : %2: %3 ein. 
Die geraden Linien der Ebene erhalten dann die Gleichungen: 

Uy % ++ Ug %y 4- Ug %_ = 0. 
Eine bestimmte gerade Linie ist eindeutig festgelegt, wenn wir die Ver- 
haltnisse 1, :#):W, kennen, die in der zugeh6rigen Gleichung auftreten. 
Wir konnen daher diese Gréfen als homogene Koordinaten einer geraden 
Linie der Ebene ansehen. Denn in der Tat gibt jedes Wertsystem w, : u, 
: Ws mit alleiniger Ausnahme des Systemes 0 : 0 : 0 eine einzige gerade 
Linie, und umgekehrt bestimmt, wenn ein festes Koordinatensystem 


1) Vgl. Math. Enzyklopadie II C, Segre: Mehrdimensionale Raume S. 773. 
2) Vgl. Math. Enzyklopadie IIC, Segre, S. 774. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 


(os) 
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gegeben ist, jede gerade Linie eindeutig ein Wertsystem 1, : uy : U5. 
Insbesondere haben die drei Fundamentalgeraden x, = 0, x, = 0 und 
x; ='0 der” Reihe» nach* die Koordinaten, “4/0)</0) (0): 4.0 sand 
0:0:4. Eine gerade Linie durch den Eckpunkt von P, mit der 
Gleichung w.% , +U3;%,;=0 hat die Koordinaten 0: u,.:u, usw. 
Besonders wollen wir hervorheben, dafi bei den homogenen linearen 
Substitutionen der x, d.h. also den projektiven Transformationen, 
die w stets die kontragredienten Substitutionen erleiden (vgl. S. 22). 

Die angegebenen Koordinaten 1, : #%.: uv, eimer geraden Linie in 
der Ebene wollen wir als Geradenkoordinaten bezeichnen (unter dem 
Namen Linienkoordinaten versteht man andersartige Koordinaten, durch 
welche die geraden Linien im Raum festgelegt werden). Die Geraden- 
koordinaten geben uns das erste Beispiel fiir emen ganz neuen Koor- 
dinatenbegriff, der durch Pliickey von 1829 an in die Geometrie ein- 
gefiihrt worden ist. Wahrend bis dahin nur Punkte durch Koordinaten 
festgelegt waren, greift Pliicker ein beliebiges geometrisches Gebilde 
heraus und sieht irgendwelche Konstanten, durch die dieses Gebilde 
eindeutig festgelegt wird, als seine Koordinaten an. Als derartige 
Gebilde sind vor allem gerade Linien, Ebenen, Kreise und Kugeln ver- 
wandt worden. Wir erhalten dadurch neben der bisher allein betrach- 
teten Punktgeometrie eine Geraden- und eine Ebenengeometrie und 
weiter eine Kreis- und eine Kugelgeometrie usw., durch die eine Fiille 
von neuartigen Problemen iiber uns ausgeschiittet wird. In dem vor- 
liegenden Buche sollen aber auBer den Punkten nur die Geraden, Ebenen 
und Hyperebenen als Raumelemente verwendet werden. 

Wir wenden uns jetzt zu den Geradenkoordinaten zuriick und 
betrachten die Gesamtheit der geraden Linien, deren Koordinaten eine 
lineare Gleichung: 

UX + Upg%s + Ug, = 0 
erfiillen. In dieser Gleichung haben wir die uw; als Variable und die x; 
als fest gegebene unveranderliche Konstante anzusehen. Wir behaup- 
ten, daB alle Geraden, deren Koordinaten dieser Gleichung geniigen, 
durch einen festen Punkt gehen, welcher bei der angegebenen Koordi- 
natenbestimmung die Koordinaten %, : %) : %, besitzt. In der Tat hat 
eine bestimmte gerade Linie “,:u, : us, deren Koordinaten die ange- 
gebene Bedingung erfiillen, in den laufenden Punktkoordinaten &, : & : & 
die Gleichung: 
U,§1 + ugS, + u3&5 = 0 : 


Diese Gleichung wird aber nach Voraussetzung durch die Werte: 
f= %,, eo Nee tg yea ues 


erfillt, was zu beweisen war. Wir erhalten also die beiden einander ent- 
sprechenden Satze: 
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Wenn wir %, : %, : %, als pro- | Wenn wit w, : Uy : us als pro- 
jektive Koordinaten eines Punktes | jektive Koordinaten einer Geraden 


ansehen, stellt die Gleichung: | ansehen, stellt die Gleichung: 
Uy X, + Unt, + UgX%, = 0 Uy %1 —- Up %_ + Uzgx%, = 0 
fiir konstantes “,, %, “salle Punkte fiir konstantes ,, %, ¥3 alle Ge- 
dar, die auf der festen Geraden | raden dar, die durch den festen 
Uy = Us : Uz liegen (Abb. 22 links). | Punkt x, : %_ : %, laufen (Abb. 22 
, rechts). 


Kurve erster Ordnung. Kurve erster Klasse. 


Abb, 22. 
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Kurve zweiter Ordnung. Abb. 23 Kurve zweiter Klasse. 


In anderer Formulierung kénnen wir auch sagen: Wenn die Gerade 

Uy 2 Ug:U3 Aurch den Punkt %,:%.:x%3 gehen soll, muB die Gleichung: 
Uy X -- UnX%q + UgX%_ = O 

erfiillt sein. 

Dieselben Uberlegungen wie fiir lineare Gleichungen lassen sich auch 
fiir die Gleichungen n-ten Grades anstellen. Wir erhalten: 

Wenn wir zwischen den Punkt- Wenn wir zwischen den Ge- 
koordinaten +, : ¥,: *, der Ebene | radenkoordinaten uw, : uv, : U3 der 
eine Gleichung m-ten Grades an- Ebene eine Gleichung u-ten Grades 
setzen, erhalten wir eine stetige | ansetzen, erhalten wir eine stetige 
Aufeinanderfolge von Punkten, die | Aufeinanderfolge von Geraden, die 
als Kurve n-ter Ordnung bezeichnet | als Kurve n-ter Klasse bezeichnet 


wird (Abb. 23 links). wird (Abb. 23 rechts). 

Aus jeder Ordnungskurve laBt sich eine bestimmte Klassenkurve ableiten 

und umgekehrt; die Tangentenschar einer Ordnungskurve bildet namlich 

eine Klassenkurve, wahrend andererseits die Eingehiillte einer Klassen- 

kurve eine Ordnungskurve ist. Wir miissen uns aber davor hiiten, die Klas- 
3* 
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senkurve mit der Ordnungskurve zu identifizieren. Wir k6nnen zwar eine 
gegebene ebene Kurve einmal als Punktgebilde und dann als Geraden- 
gebilde auffassen, aber hierbei besteht die Ordnungskurve nur aus Punk- 
ten und die Klassenkurve nur aus Geraden. Die Ordnungszahl einer 
Kurve stimmt im allgemeinen nicht mit der zugehérigen Klassenzah]l 
uberein. 

B. Die projektiven Ebenenkoordinaten. Im Raum lautet die auf 
ein projektives Koordinatensystem bezogene Gleichung einer Ebene: 

Uy %4 + Ug%s + Ug%s + Ugx%y, = 0. 

Durch dieselbe Uberlegung wie auf S. 33 folgt, daB wir die Verhaltnisse 
Uy i Uy 2 Uz: U4, als homogene Koordinaten der Ebene ansehen k6nnen. 
Die Gesamtheit der Ebenen, deren Koordinaten eine lineare Gleichung 
erfiillen, bildet ein Ebenenbiindel, d.h. wir erhalten alle Ebenen, die 
durch einen festen Punkt des Raumes hindurchgehen. Die obige Glei- 
chung stellt also ftir variabeles x die Gleichung einer Ebene in Punkt- 
koordinaten und fiir variabeles u die Gleichung eines Punktes in Ebenen- 


koordinaten dar. In entsprechender Weise ergibt sich fiir die Gleichun- 
gen m-ten Grades: 


Wenn wir zwischen den Punkt- 
koordinaten %, : %9 : %3: %, des Rau- 
mes eine Gleichung u-ten Grades 
ansetzen, erhalten wir eine stetige 
Aufeinanderfolge von Punkten, die 
als Fliche n-ter Ordnung bezeichnet 
wird. 


Wenn wir zwischen den Ebe- 
nenkoordinaten u, : U, ? Us : U4, des 
Raumes eine Gleichung #-ten Gra- 
des ansetzen, erhalten wir eine ste- 
tige Aufeinanderfolge von Ebenen, 
die als Fldche n-ter Klasse be- 
zeichnet wird. 


Dabei bilden die Tangentialebenen einer Ordnungsflache die zugeh6rige 
Klassenflache, wahrend umgekehrt die Eingehiillte einer Klassenflache 
die zugehérige Ordnungsflache ist?). 

Diese Uberlegungen lassen sich ohne Schwierigkeiten auf 1-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten iibertragen. Wenn also: 


Uy XP Wy Xy +++ + Ung 1 %n41 = 0 
die Gleichung einer Hyperebene ist, kénnen wir die Verhaltnisse 
Uy i Ug *** 2 U,,, als homogene Koordinaten der Hyperebene ansehen. 
Im Laufe der geometrischen Entwicklung sind die Geradenkoor- 
dinaten zuerst von Pliicker in seinen Analytisch-geometrischen Entwicklun- 
gen Bd. II, 1831 aufgestellt worden?). In der Vorrede zu diesem Band 


1) Unserer Anschauung, die sich vorzugsweise auf das Auge griindet, erscheint 
das Punktgebilde als das Urspriingliche, das Klassengebilde dagegen als eine etwas 
ferner liegende Konstruktion. Einem Blinden, welcher die Gestalt einer Flache 
durch Auflegen der Hande, also durch Konstruktion der Tangentialebenen zu 
ermitteln gewohnt ist, diirfte dagegen die Vorstellung des Klassengebildes gelaufiger 
sein als die des Ordnungsgebildes. 

2) Erste Abteilung: Uber eine neue Art, Kurven durch Gleichungen darzustellen. 
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weist er auch schon auf die Ebenenkoordinaten hin. Das Arbeiten mit 
Ebenenkoordinaten bereitete aber Pliicker weit gr6Bere Schwierigkeiten, 
da ihm das vereinfachende Hilfsmittel der Determinantentheorie nicht 
zur Verfiigung stand. Ausfihrlich hat er die Ebenenkoordinaten erst 
in dem System der Geometrie des Raumes, 1846, behandelt. 

C. Die Dualitat in der Ebene. In den vorhergehenden Uberlegungen 
haben wir mehrere Definitionen links und rechts gegeniibergestellt, die eine 
merkwiirdige Symmetrie zeigen. Wir kénnen bei ihnen 1m Fall der Ebene 
von dem einen Satz zu dem andern kommen, indem wir die x durch die u 
und die u durch die x ersetzen und auBerdem die Worte Punkt und Gerade 
sinngemaB vertauschen. Das Wort sinngema8 bezieht sich darauf, daB wir 
etwa die Worte ,,Punkte, die auf einer festen Geraden liegen‘‘ durch den 
Ausdruck ,,Gerade, die durch einen festen Punkt laufen“ ersetzen miissen 
(vgl. den Satz S. 35). Um dieser Schwerfalligkeit abzuhelfen, benutzen 
manche Autoren dasWort , ,7mzident“ und sprechen die beiden obigen Satze 
folgendermafien aus: ,,Punkte, die mit einer festen Geraden inzident 
sind‘‘ bzw.: ,,Gerade, die mit einem festen Punkt inzident sind‘‘. Wenn 
wir diesen Sprachgebrauch einfiihren, tritt das gegenseitige Entsprechen 
derartiger Satze besonders deutlich hervor. 

- Weitere Paare dieser Art von zusammengehorigen Satzen, die 
man als zueinander dual bezeichnet, lassen sich in groBer Zahl anfith- 
ren. Wir greifen als Beispiel den Satz des Pascal und den des Brianchon 
heraus: 


Satz des Brianchon tiber das 
einem Kegelschnitt wmbeschriebene 
Sechseck: 

In dem Sechseck, das aus 


sechs Geraden einer Kurve zweiter | 
Klasse gebildet ist, schneiden sich | 


_ die drei Verbindungslinien gegen- 
iiberliegender Ecken in einem 
Punkte (Abb. 24). 


Abb. 24. Satz des Brianchon, 


Satz des Pascal tiber das einem 
Kegelschnitt einbeschriebene Sechs- 
eck: 

In dem Sechseck, das aus 
sechs Punkten einer Kurve zweiter 
Ordnung gebildet ist, liegen die 
drei Schnittpunkte gegeniiber- 


liegender Seiten auf einer Geraden 


| (Abb. 25). 


Abb, 25. Satz des Pascal. 
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Die weitere Durchfithrung dieses Gedankens fihrt zu dem eben- 
so merkwiirdigent) wie wichtigen ,,Prinzip der Dualitat*: In der ebenen 
projektiven Geometrie kénnen wir durch sinngemaBe Vertauschung der 
Worte: 

Punkt — Gerade, 
Gerade > Punkt 


aus jedem geometrischen Satz unmittelbar einen neuen ganz anders- 
artigen Satz ableiten. Der Leser muB sich in derartigen , Ubersetzungen“ 
eine gewisse Fertigkeit aneignen, um spater die dualen Ubertragungen 
ohne weitere Anleitungen vornehmen zu kénnen. In der euklidischen 
Geometrie gilt (im Gegensatz zu der projektiven Geometrie) das Duali- 
tatsprinzip nur in besonderen Fallen. So ist beispielsweise von den 
beiden zueinander dualen Sitzen: 


Zwei verschiedene Punkte las- | Zwei verschiedene Geraden 
sen sich durch eine und nur eine | schneiden sich in einem und nur 
Gerade verbinden. einem Punkte. 


zwar der linke in der euklidischen Geometrie erfiillt, nicht aber der rechte. 

Die Begriindung des Prinzips der Dualitat kann man auf mehreren 
verschiedenen Wegen durchfithren?). Das Prinzip selbst ist von dem 
franzésischen Geometer Poncelet 1822 aufgestellt worden’). Poncelet 
ging von der Vorstellung aus, daB durch einen Kegelschnitt jedem Punkt 
seiner (projektiv aufzufassenden) Ebene eine bestimmte Gerade, die zu- 
gehorige Polare, und umgekehrt jeder Geraden der Ebene eindeutig ein 
bestimmter Punkt, namlich der zugehorige Pol, zugeordnet wird (diese 
Polarenverwandtschaft werden wir in Kapitel II genauer kennen lernen). 
Hat man nun einen geometrischen Satz bewiesen, in dem nur vom 
Schneiden gerader Linien und yom Verbinden von Punkten die Rede 
ist, d. h. in moderner Sprechweise einen Satz der projektiven Geometrie, 
so folgt aus diesem auf dem Umweg iiber die Polarenverwandtschaft ein 
zweiter Satz, der dem ersten Satz dual angeordnet ist. Im Gegensatz 
za Poncelet hat Gergonne eine axiomatische Begriindung des Dualitats- 
prinzipes angegeben. Wir brauchen hierzu nur nachzuweisen, daB die 
simtlichen Axiome der projektiven Geometrie zueinander dualistisch 
sind; denn dann mu8, wenn ein bestimmter Satz aus diesen Axiomen ab- 


1) Die Auffindung des Dualitatsprinzips, das von unserem heutigen Stand- 
punkt aus nicht allzu tiefliegend erscheint, stellte eine wesentliche wissenschaft- 
liche Leistung dar. Man erkennt dies am besten daran, daB rund 150 Jahre nach 
der Auffindung des Pascalschen Satzes vergangen sind, ehe der Satz des Brianchon 
gefunden wurde, der sich doch mit Hilfe des Dualitatsprinzips durch eine un- 
mittelbare Ubertragung aus dem ersten Satz ableiten laBt. 

2) Wegen der folgenden Darstellung vgl. Kotter: Die Entwicklung der synthe- 
tischen Geometrie. Jahresber. d. D. M. V. Bd. 5, S. 160—169. 1901: Das Dualitats- 
gesetz. 

3) Poncelet: Traité des propriétés projectives des figures 1822. 
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leitbar ist, zugleich auch der entsprechende duale Satz aus ihnen ableitbar 
sein. Pliicker hat schlieBlich das Dualitatsprinzip auf folgende Weise 
analytisch begrimdet!). Wenn wir etwa den Satz des Pascal durch eine 
analytische Rechnung bewiesen haben, kénnen wir dieselbe Rechnung 
durchfiihren, indem wir itiberall die x durch die « und umgekehrt er- 
setzen und dann das Resultat der Rechnung in dieser neuen Weise 
deuten. Wir erhalten so aus jeder Rechnung zwei verschiedene geo- 
metrische Satze: Der eine ist die Deutung der Rechnung in Punkt- 
koordinaten, der andere die Deutung der entsprechenden Rechnung 
in Geradenkoordinaten. Alle diese Beweismethoden lassen sich in der 
euklidischen Geometrie nicht durchfiithren, da hier durch das Fehlen 
der uneigentlichen Elemente Unsymmetrien verursacht werden. 

D. Die Dualitat im Raum. In entsprechender Weise wie in der 
projektiven Ebene konnen wir auch im projektiven Raum ein Duali- 
tatsprinzip aufstellen. Da hier dem Punkt x, : x, : %3:%, die Ebene 
Uy i Ua i Us: Uy Zugeordnet ist, wird die raumliche Dualitat durch das 
folgende Schema wiedergegeben: 


Punkt — Ebene, 
Gerade -> Gerade, 
Ebene — Punkt. 


Die gerade Linie ist zu sich selbst dual, da sie sowohl als Verbindungs- 
linie zweier Punkte wie auch in dualer Weise als Schnitt zweier Ebenen 
angesehen werden kann. Die Begriindung des Dualitaétsprinzips laBt 
sich genau wie in der Ebene durchfithren. Als Beispiel fiithren wir die 
beiden folgenden elementaren Satze an: 

Drei Ebenen, die nicht saimt- | 
lich durch eine Gerade gehen, 
schneiden sich in einem und nur 
einem Punkt. 

In héherdimensionalen Mannigfaltigkeiten baut sich die Dualitat ana- 
log auf. In einer u-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit entspre- 
chen sich der Punkt Py und die Hyperebene P,,_,, die Gerade P, und die 
P,_,, die Ebene P, und die P,_, usw. In Mannigfaltigkeiten von 
gerader Dimensionszahl gibt es keine sich selbst dualen Grundgebilde, 
wohl aber in Mannigfaltigkeiten von ungerader Dimensionszahl (z. B. 
die gerade Linie im Raum). : 

E. Der in sich duale Aufbau der projektiven Geometrie. Die 
Bedeutung der Pliickerschen Geraden-, Ebenen- und Hyperebenen- 
koordinaten besteht darin, da sie uns gestatten, die analytische pro- 
jektive Geometrie in vollkommen dualistischer Weise aufzubauen. 
Als Beispiel wollen wir die folgenden Satze anfiihren. Die gerade Punkt- 


Drei Punkte, die nicht samt- 
lich auf einer Geraden liegen, lassen 
sich durch eine und nur eine Ebene 
verbinden. 


1) Plicker: Analytisch-geometrische Entwicklungen Bd. II. Essen 1831. Zweite 
Abteilung: Das Prinzip der Reziprozitat §1, S.242—251. 


40 Die Grundbegriffe der projektiven Geometrie. 


vethe besteht aus allen Punkten, die auf einer festen Geraden liegen. 
Sie 1aBt sich nach S. 4ff. in der Parameterform: 


OX; = AV + 9%; 
darstellen. In der Ebene entspricht der geraden Punktreihe dual das 
Geradenbiischel, das aus allen Geraden besteht, die durch einen festen 


Punkt gehen. Wenn zwei dieser Geraden die Koordinaten 4; und v; be- 
sitzen, konnen wir die tibrigen Geraden in der Form: 


O Pi = AU + Ag 0; 
darstellen, wobei g; die Geradenkoordinaten der eimzelnen Geraden 


des Biischels bedeuten. In der Tat besitzen die beiden Geraden # und 
v in Punktkoordinaten die Gleichungen: 


U4 %, + Ugh%o+- UgX%s = 0, 01% + Vo%_ + Vy %3 = 0 
(die ~ variabel und die v konstant). Dann mu aber derjenige Wert 


%1 : X%»_ : Xz, welcher beiden Gleichungen geniigt und somit den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden darstellt, auch die Gleichung: 

(Ay My + Ag 04) %y + (Ay Ug + gdp) %q + (Ay Uz + AgVs)%_ = 0 
erfiillen. Die durch diese Gleichung dargestellte Gerade besitzt aber die 
oben angegebenen Geradenkoordinaten: 09; = 4,4; + 4,0;1). Im Raum 
entspricht der geraden Punktreihe dual das Ebenenbiischel, das aus 
allen Ebenen besteht, die durch eine feste Gerade hindurchlaufen. Das 
Ebenenbiischel kénnen wir analytisch in derselben Weise wie das Ge- 
radenbiischel darstellen; nur haben die ~; und v, iiberall die Bedeutung 
von Ebenenkoordinaten. Eine konsequente duale Gegentiberstellung der 
hier betrachteten Gebilde, allerdings rein synthetisch, findet sich zu- 
erst bei Steiner: Systematische Entwicklung der Abhdangigkeiten geo- 
metrischer Gestalten voneinander usw., 1832. 


§ 7. Die Doppelverhaltnisse. 


A. Elementare Eigenschaften. Fiir unsere weiteren Uberlegungen 
spielen die Doppelverhaltnisse eime grundlegende Rolle. Aus der Ele- 
mentarmathematik ist bekannt, daB das Doppelverhdltnis von vier auf 
einer Geraden liegenden Punkten X, Y, Z, T der Quotient: 

AZ XT 

Ma Ya 

ist, in dem die einzelnen Groen die mit dem richtigen Vorzeichen ver- 
sehenen Langen der verschiedenen Strecken bedeuten, welche durch 
die vier Punkte X, Y, Z, T auf der Geraden festgelegt sind. Wenn im 
besonderen das Doppelverhaltnis den Wert —1 besitzt, werden die vier 
Punkte als zueinander harmonisch bezeichnet. 


DV{XYZT} = 


1) Der Beweis 48t sich auch dual zu dem entsprechenden Beweis S. 5 fiihren. 
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Wenn die vier Punkte X, Y, Z, T gegeben sind, ohne daB ihre 
Reihenfolge feststeht, lassen sie sich auf 24 verschiedene Weisen an- 
ordnen. Nun lassen sich leicht Satze von der folgenden Form. ableiten: 

_ Das Doppelverhaltnis bleibt ungedndert, wenn man die beiden 

ersten mit den beiden letzten Punkten vertauscht: DV{XYZT} 
= DV{ZIXY}. 
Das Doppelverhaltnis bleibt ungeandert, wenn man beide Punkte 
jedes der beiden Paare vertauscht: DV{XYZT} = DV{YXTZ}. 
Das Doppelverhaltnis nimmt den reziproken Wert an, wenn man 
die Punkte nur eines Paares miteinander vertauscht: DV {XYZT} 
Se DV VALENS = ADV (XY EZ} sw, 
Mit Hilfe derartiger Satze kann man leicht zeigen, da8 von den 
24 Punktfolgen immer je vier denselben Wert des Doppelverhdltnisses 
ergeben, daB also vier Punkte ohne Reihenfolge im allgemeinen sechs ver- 
schiedene Doppelverhaltnisse bestimmen+). Wenn von den vier Punkten 
im besonderen feststeht, welche von ihnen Paare zugeordneter Punkte 
bilden sollen, kénnen wir nur noch acht Punktfolgen bilden, die, wenn 
wir das DV{XYZT} mit 2: wu bezeichnen, die folgenden Werte besitzen: 
DVN Ld | hae OV ZI Y Vasa: te, 
DV{XVIZ\=pih, DV{ZTY Xs=p:i, 
DVVVYXTZ\=Aiy, DV{TZYX\=1:p, 
DVAY AZT j= Meda DV IZ XY ha wich 
Das Doppelverhilims zweier Punktepaare kann somit nur noch zwei Werte 
annehmen, namlich 2: und den reziproken Wert w:h. 

Weiter erinnern wir daran, daB das Doppelverhdlinis von vier Ge- 
raden oder wer Ebenen eines Biischels gleich dem Doppelverhaltnis der 
vier Punkte ist, welche eine schneidende (aber nicht durch den Mittel- 
punkt bzw. die Achse des Biischels gehende) Gerade mit den vier Ele- 
menten des Biischels gemeinsam hat?) (Abb. 26, S. 44). 

Die Doppelverhaltnisse treten schon im Altertum, so z. B. bei 
Pappus, auf. Eine besondere Bedeutung gewinnen sie in den neueren 
Untersuchungen, die sich mit projektiven Umformungen beschaftigen, 
da die Doppelverhdltnisse diesen Umformungen gegeniiber invariant 
sind (vgl. S. 43). Systematisch treten sie so besonders bei Poncelet?) 
1822 und Moebius*) 1827 auf. 

B. Das Doppelverhdltnis von vier Punkten auf einer Geraden. 
Fir die spateren Untersuchungen brauchen wir die folgende analy- 
tische Darstellung der Doppelverhaltnisse. Wir fiihren auf der ge- 
raden Linie ein projektives Koordinatensystem ein und greifen zwei 

1) \Vgl. die Tabelle in Moebius: Dey barycentrische Calcul S. 249. 1827. 

2) 'Satz des Pappus. Vel. Kotter: Die Entwicklung dey synthetischen Geometrie. 
Jahresber. d. D. M. V. Bd. 5, S. 12. 1901. 


8) Poncelet: Tvaité des propriétés projectives des figures 1822. 
4) Moebius: Der barycentrische Calcul 1827. 
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Punkte X und .Y mit den Koordinaten x, : x. bzw. y, : Vy» heraus. 
Die ubrigen Punkte der geraden Linie lassen sich dann in der Form 


darstellen: 2 S 
OF, = AX +g, 08 =A, % + Age. 


Statt dessen k6nnen wir auch schreiben, da es nur auf die Verhiltnisse 
der & ankommt: 

06, =%+7);, O2=%+7Yo. 
Durch diese Darstellung wird jedem Punkt der Geraden ein bestimmter 
Wert 7 = 4,:4, zugeordnet, der beispielsweise fiir den Punkt X gleich 0 
und fiir den Punkt Y gleich oo ist. Wir greifen nun zwei bestimmte 
Punkte Z und T dieser Geraden heraus, geben also 7 zwei feste Werte 


Avund p: R 
By 1 fq = (%1 + Ay): (%_ + Aye) 


rae ty: ty = (% + My): (%_ + Ye) - 
Dann ist der Quotient 4: gleich dem Doppfelverhdltnis der vier Punkte 
X, Y, Z, T in der angegebenen Rethenfolge: 

DAD VINE Ts 

lu 


Um diese Behauptung zu beweisen, driicken wir dieses Verhaltnis 
durch die Koordinaten der vier Punkte X, Y,Z,T aus. Die obigen 
Gleichungen ergeben: 

al eat AY; ees 
Zp he tAye’ be Kat Mo 


Hieraus folgt: 


Ny |v, t, | 
Lac epi Sets [Ye ty | 


Dieser Ausdruck ist in leicht ersichtlicher Weise aus vier Unterdeter- 


minanten der Matrix: | 
14 MN 4 & 


| Ky Vo 2% by 
zusammengesetzt. Wir betrachten zunachst den Fall, daB der zweite 
Fundamentalpunkt x, = 0 der Koordinatenbestimmung in dem unend- 
lich fernen Punkt der (affin aufgefaBten) Geraden liegt. Wenn wir zu 
affinen Koordinaten “/=%, 2%), Vi==Viva, oe eas be er 
gehen, driickt sich das Verhialtnis folgendermaBen aus: 


Ghites (fares See Fees 
le 1 1) ode ld = 2NG =) eae 
fe [%y2%q_ tite | | Vat Ve 243% (4—=1)\(V— 2) ie) tie 


4 1 4 1 | 
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Dieser Ausdruck ist aber gleich dem Quotienten: 


Ue A @ bows DCSE ' 
as oa yr DV iAYZT;, 
so daB die Behauptung in diesem Spezialfall bewiesen ist. 

Bei den homogenen linearen Substitutionen tritt nun vor jede der 
vier Determinanten, durch die wir das Doppelverhiltnis festgelegt haben, 
die Substitutionsdeterminante als Faktor (vgl. S. 21), und diese Faktoren 
heben sich gegenseitig fort. Wenn wir die Substitution als projektive 
Transformation auffassen, ergibt sich hieraus, daB das Dofpelverhdlinis 
der vier Punkte ungedndert bleibt, wenn wir auf der Geraden eine pro- 
jektive Transformation ausfiihven und dann das Doppelverhaltnis der 
vier Bildpunkte berechnen. Wenn wir dagegen die Substitution als 
Einfiihrung eines neuen Koordinatensystems deuten, folgt, da das 
Doppelverhaltnis von vier Punkten einer Geraden, in zwei verschiedenen 
projektiven Koordinatensystemen berechnet, denselben Wert ergibt; 
dey Wert des Doppelverhdltnisses ist also von der Art des verwandten pro- 
jektiven Koordinatensystems unabhingig. Damit ist auch der vorhin 
betrachtete Satz allgemein bewiesen. 

__ Eine GréBe, die bei einer Gruppe von Transformationen ungedndert 
bleibt, bezeichnet man als Invariante dieser Gruppe. Das Doppelver- 
halinis von wer Punkten auf einer Geraden ist also eine Invariante der 
projektiven Transformationen auf dieser Geraden. Der analytische Auf- 
bau dieser GréBe ist von besonderem Interesse. An und fiir sich wiirde 
namlich bereits der Quotient von zwei Determinanten eine Invariante 
sein; ein derartiger Ausdruck stellt aber bei Verwendung homogener 
Koordinaten keine geometrische GroBe dar, weil er fiir die gleich- 
berechtigten Koordinaten %,, %, und @%,, @%»2 im allgemeinen ver- 
schiedene Werte annimmt. Aus diesem Grunde ist es notwendig, zu 
einem Doppelverhaltnis von vier Determinanten tiberzugehen, das von 
der Wahl des willkiirlichen Proportionalitatsfaktors 9 unabhiangig ist. 

In Mannigfaltigkeiten von héherer Dimensionenzahl kénnen wir das 
Doppelverhaltnis von vier Punkten einer Geraden in genau derselben 
Weise berechnen. Das Doppelverhaltnis der vier Punkte mit den Ko- 
ordinaten: %;, Vj, (%;-+ Ax), (%; + 4;) ist also auch hier gleich 2:p. 
Man macht sich leicht klar, daB dies Doppelverhaltnis den projektiven 
Transformationen der x-dimensionalen Mannigfaltigkeit gegeniiber 
ebenfalls invariant ist. 

C. Das Doppelverhaltnis im Geraden- und Ebenenbiischel. Die- 
selben Uberlegungen wie fiir die gerade Punktreihe lassen sich auch 
fiir die dualen Gebilde, namlich das Geraden- und Ebenenbiischel, an- 
stellen. Wir schreiben also den vier Geraden bzw. Ebenen U, V, W, 2 
eines Biischels mit den Koordinaten: 


Ui, Vj, QW =U+AY;,, QO = Uj + LY; 
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das Doppelverhaltnis DV{UVWQ} = i: m. Aus den Koordinaten 
der betreffenden Geraden und Ebenen kénnen wir das Doppelverhaltnis 
etwa in der folgenden Form berechnen: 

|, W,| 1, wy | 

Uy w, | | Douay 


- = DV{UVWO} = | 
| 1 1 


[i wl 


Vy Wy 


Up Ws Ug Wy 
Auch diese Doppelverhaltnisse sind projektiven Umformungen gegen- 
iiber invariant und von der Art des benutzten projektiven Koordi- 
natensystems unabhangig. 

Um zu zeigen, daB diese Definition des Doppelverhaltnisses von 
vier Geraden bzw. Ebenen eines Biischels mit der elementaren Definition 
iibereinstimmt, wollen wir beweisen, daB 
auch bei der hier gegebenen Definition die 
beiden Doppelverhaltnisse einander gleich 
sind, welche einerseits zu vier auf einer Ge- 
raden liegenden Punkten X, Y,Z,7T und 
andererseits zu vier durch diese Punkte 
hindurchgehenden Geraden oder Ebenen U, 
V,W, 2 eines beliebigen Biischels gehéren 

Abb. 26. (Abb. 26): DV{XYZT}=DV{UVWQ}. Wir 

wollen den Beweis nur fiir den Fall eines 

Geradenbiischels angeben; die Ubertragung auf Ebenenbiischel be- 

reitet keine Schwierigkeiten. Die vier Punkte X, Y, Z,7T der Geraden 
mégen die Koordinaten: 


Migs Ven Ae Ag ea t= % + UY; : 
besitzen; genau so die vier Geraden U, V, W, 2 die Koordinaten: 


Uj, YW, W=um+IY, O; = Uj + LYy;- 
Damit die beiden Geraden U und V durch die beiden Punkte X bzw. Y 
hindurchgehen, miissen nach S. 35 die beiden Gleichungen: 


Die 0; Dry = 0 


erfiillt sem. Ferner gehen die beiden Geraden W und © dann und 
nur dann durch die beiden Punkte Z bzw. T hindurch, wenn die beiden 
weiteren Gleichungen: 


Dru, ar 1) (x, a Ayr) = Dry Xr =F ‘>; UpVr aE i>? UV, X_ AL >70,V =0 
Dru, ate [LU,) (%, or LLY) = ry My SF deur Vr +h; Uy Xp +E DiOrVr =0 


giiltig sind. Da nun Sir Xr =0 und genau so Droryr == 0 ist, folgt 


hieraus: aes tS = 
AS} 4,9, =—21 Stole, 
ag fs e: _' EN oe me 
fe >r Uy Vp = — Mh dr Up %y le fe 
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Die beiden betrachteten Doppelverhiltnisse sind also in der Tat gleich, 
welche Lage die vier Punkte und die vier Geraden auch zueinander be- 
sitzen mogen. 

D. Bestimmung der projektiven Koordinaten durch Doppelver- 
haltnisse. Zum Schlu8 wollen wir darauf hinweisen, daf wir die Doppel- 
verhdlinisse in einfacher Weise zur Bestimmung der projektiven Koor- 
dinaten eines Punktes verwenden kénnen, wie wir fiir den Fall der Ebene 
naher erlautern wollen. Das projektive Koordinatensystem besteht hier 
aus drei Geraden A,A,A, und dem Ein- 
heitspunkt E (S. 8). Um nun einen belie- 
bigen Punkt X festzulegen, verbinden wir 
jeden Eckpunkt des Fundamentaldreieckes 
mit den anderen beiden Eckpunkten und 
ferner mit E und X (Abb. 27). Dann gehen 
von jedem Eckpunkt vier gerade Linien 
aus, von denen drei fest sind, wahrend Abb, 27. 
die vierte mit dem Punkt X verdnderlich 
ist. Diese Geraden bestimmen die folgenden drei Doppelverhaltnisse: 

Mm, = DV{A,A,(P\E) (P,X)}, 

gi DV{A,4,(P2E) (P,X)}, 

m;, = DV(A,A,(P,E)(P;X)}, 
welche durch zyklische Vertauschung der Indizes auseinander hervor- 
gehen. Auf diese Weise erhalten wir zu jedem Punkte X drei Werte 
M,,M,,m3, Wabrend umgekehrt zwei beliebige dieser Werte eindeutig 
den zugehérigen Punkt festlegen. m,, m., m, sind also durch eine Glei- 
chung miteinander verknipft, die wie, man leicht zeigen kann, die fol- 
gende Gestalt besitzt: 


M,°M,+ Ms; = 1. 

Die Beziehung, welche die drei Doppelverhaltnisse mit den projektiven 
Punktkoordinaten 4%, :%2:%3 desselben Fundamentaldreieckes ver- 
knipft, lautet: Xs x, Xp 
N= —— 5 i 

Xe We a 

Die Theorie der Doppelverhaltnisse bietet also die Méglichkeit, die 
projektiven Koordinaten ohne Umweg iiber ein affines Koordinaten- 


system auf direktem geometrischen Wege zu ermitteln. 


§ 8. Imaginare Elemente. 

Die Einfiihrung komplexer Zahlen in der Algebra hat ihren Grund 
in der Ubersichtlichkeit, welche die Theorie der Gleichungen durch sie 
gewinnt. Bei Beschrankung auf reelle GréBen kénnen wir namlich 
nur aussagen, da eine Gleichung n-ten Grades héchstens » Wurzeln 
besitzt; wir sind daher gezwungen, bei allen Untersuchungen die Glei- 
chungen mit 0, 1, 2,... bis schlieBlich  Wurzeln voneinander zu 


46 Die Grundbegriffe der projektiven Geometrie. 


unterscheiden. Demgegenitiber kénnen wir bei Zulassung komplexer 
Zahlen behaupten, daB bei richtiger Zahlung der vielfachen Wurzeln 
eine Gleichung nn‘ Grades immer » Wurzeln besitzen mu8. Der- 
selbe Grund spricht auch fiir die Zulassung komplexer Koordinaten 
in der Geometrie. Denn dann wird eine Kurve n'* Ordnung bei 
richtiger Zahlung der vielfachen Punkte von einer geraden Linie stets 
in » Punkten getroffen. So hat z. B. ein Kreis mit emer Tangente zwei 
zusammenfallende Punkte und mit einer im Reellen nicht schneiden- 
den Geraden zwei Punkte mit komplexen Koordinaten gemeinsam. 
Ferner kénnen wir den Satz, daB eine Kollineation in einer 2-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit im allgemeinen (n-+-1) Fixpunkte besitzt (S. 29), 
nur bei Zulassung von Punkten mit komplexen Koordinaten aussprechen. 
Der Grund zur Einfiithrung imaginarer Elemente in der Geometrie 
ist also derselbe, der uns zur Einfithrung der unendlich fernen oder 
uneigentlichen Elemente bewogen hat, namlich die gréBere Einheit- 
lichkeit der geometrischen Satze und Beweise. 

A. Einfithrung der imagindren Punkte. Die imaginaéren Punkte 
fiihren wir abstrakt ein, sehen also einfach ein Wertsystem (%1%2... %,) 
baw. (%1:%9:+*!%n+4,) als imaginaren Punkt einer affinen oder projektiven 
Mannigfaltigkeit von 7 Dimensionen an, wenn diese Werte bzw. die Verhalt- 
nisse dieser Werte?) nicht samtlich reell sind. Die imaginéren Elemente 
sind natiirlich bei dieser Einfiihrung eine abstrakte unanschauliche Er- 
weiterung der Geometrie, die aber einen wohlbegriindeten Sinn besitzt, 
da sie die Vereinfachung der geometrischen Satze und Rechnungen 
zum Ziele hat. Wir erhalten so auf der geraden Linie, in der Ebene und 
im Raum oo?, oot und oof Punkte, unter denen oo! bzw. oo? und oo? reelle 
Punkte vorhanden sind. Diese Redeweise verwendet man zur Abkirzung 
fiir den folgenden Gedankeninhalt: Auf der geraden Linie lassen sich alle 
reellen Punkte durch einen veellen Parameter festlegen, alle imaginaren 
Punkte durch zwei veelle Parameter. Wir betonen, daB wir uns bei 
derartigen Abzahlungen immer auf reelle (und nicht etwa auf komplexe) 
Parameter beziehen. Bei den Zahlen pflegt man reelle, (rein) imaginare 
und komplexe Zahlen zu unterscheiden. Bei den geometrischen Ge- 
bilden 1a8t sich diese Unterscheidung nicht durchfithren. Wir wollen des- 
halb ein geometrisches Gebilde, dessen Koordinaten nicht samtlich reell 
sind, in allen Fallen als imaginar bezeichnen. 

Auf der geraden Linie (x = 1) wird das imaginare Gebiet durch 
die reellen Punkte in zwei Teile zerschnitten, die zueinander konjugiert 
imaginar sind. Wenn dagegen die Zahl der Dimensionen gr6Ber als 4 
ist, bildet das imaginaire Gebiet ein zusammenhangendes Ganzes. So 
k6énnen wir z. B. bereits in der affinen Ebene den Punkt x =7, y = 7 
stetig in den ,,konjugiert imaginaren‘‘ Punkt x = —7, y = —7 iiberfihren, 


1) So legen z. B. die Verhaltnisse 7:7:---:7 einen reellen Punkt 1:1:-+::1 
fest. 
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ohne durch das reelle Gebiet zu kommen; wir haben hierzu nur die 
erste Koordinate von 7 ttber Null in —7 zu tiberfiihren und dann das- 
selbe Verfahren auf die zweite Koordinate anzuwenden. 

B. Die imaginaren Elemente in der Ebene. Die Grundgebilde 
legen wir in derselben Weise wie auf S. 31 durch lineare Gleichungen 
fest, nur kénnen jetzt alle Gré8en auch komplexe Werte annehmen. 
Die hierbei auftretenden Beziehungen wollen wir der Reihe nach fiir 
alle reellen und imaginaren Grundgebilde der Ebene und des Raumes 
diskutieren. 

1. In der Ebene) liegen auf einer reellen Geraden oo} reelle und oo? 
_ Imaginare Punkte. 

2. In der Ebene gehen durch einen reellen Punkt oo} reelle und co? 
imaginare Gerade; denn greifen wir etwa zwei durch den reellen Punkt 
gehende reelle Geraden uw und v heraus, so kénnen wir die ibrigen 
durch diesen Punkt gehenden Geraden in der Form: 0 & = u, + dv, 
darstellen, wobei wir fiir reelles 2 reelle Geraden und fiir komplexes A 
imaginare Geraden erhalten. 

3. In der Ebene liegen auf einer tmagindren Geraden oo? imaginare 
Punkte, aber nur ein einziger reeller Punkt, namlich derjenige Punkt, 
den diese Gerade mit der zugehérigen konjugiert imaginaren Geraden 
gemeinsam hat. 

4. In der Ebene gehen durch einen rmagindren Punkt co? imaginare 
Geraden, aber nur eine einzige reelle Gerade, namlich diejenige Gerade, 
die diesen Punkt mit dem zugehérigen konjugiert imaginaéren Punkt 
verbindet. 

Bei dem Beweis von Satz 3 und 4 kénnen wir uns auf Satz 4 be- 
schrinken, da sich der Beweis von Satz 3 durch die Ubertragung in 
das Duale ergibt. Zundchst folgt, da, wenn durch den imaginiren 
Punkt 06,=4%, +7, tiberhaupt reelle Geraden gehen, auf diesen 
Geraden auch der ,,konjugiert imaginare“ Punkt 0 = x, —7y, 
liegen mu8; durch diese beiden Punkte ist aber nur eine einzige Gerade 
bestimmt. Es ist somit nur noch zu zeigen, da die so erhaltene Gerade 
stets reell ist. Die Punkte dieser Geraden lassen sich in der Form dar- 
stellen: 

OF, = Xy + Vy + A (xy — 1%) = (1 + A) Xe + 2(1 — A) oy. 
Fir die Parameterwerte 4 = 1 und 4 = —1 erhalten wir im besonderen 
die beiden Punkte: ; 
Oe, — 2X, und = 21%. 
Da es nur auf die Verhaltnisse der &, ankommt, sind diese beiden Punkte 
reell und lassen sich in der Form darstellen: 


of&—% und of = y,. 


1) Es handelt sich bei diesen Satzen um die reelle Ebene und nicht etwa um 
eine imagindre Ebene des Raumes. ¢ 
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Ferner fallen die beiden Punkte nach Voraussetzung nie zusammen. 
Denn dann miBte die Beziehung: 


Vi — Xe 
bestehen, aus der folgen wiirde, daB der Ausgangspunkt: 
05 = Xe t+ 1Ve = OVE + IVE = (6 + 1) VE 


iiberhaupt nicht imaginar, sondern reell ist. Damit ist aber unsere Be- 
hauptung erwiesen. 

C. Die imaginaren Elemente im Raum. In derselben Weise fol- 
gen fiir den Raum die Satze: 

1. Im Raum liegen auf einer reellen Ebene co* reelle und oo* imaginare 
Punkte; ferner liegen in einer reellen Ebene oo? reelle und oot imaginare 
Geraden. 

2. Im Raum liegen auf einer reellen Geraden oo" reelle und co? imaginare 
Punkte; ferner gehen durch eine reelle Gerade oo! reelle und co? imaginare 
Ebenen. 

3. Im Raum gehen durch einen reellen Punkt oo? reelle und oo4 imaginare 
Ebenen; ferner gehen durch einen reellen Punkt oo? reelle und co* imagi- 
nare Geraden. 

4. Im Raum liegen auf einer imagindaren Ebene co* imaginare und cot 
reelle Punkte; ferner liegen in einer imaginaéren Ebene oot imaginare 
Geraden, aber nur eine einzige reelle Gerade; diese Gerade enthialt die 
Gesamtheit der reellen Punkte der Ebene und ist der Schnitt der be- 
trachteten Ebene mit der zugehdrigen konjugiert imaginaren Ebene. 

5. Fur die imagindren geraden Linien im Raum ergeben sich kompli- 
ziertere Verhaltnisse, da wir hier zwei Arten von imaginaren Geraden 
zu unterscheiden haben. Diese Klassifikation kniipft an die Definition der 
konjugiert imaginaéren Geradenpaare an. Wenn im Raum eine Gerade 
durch die beiden Punkte y und z festgelegt ist: 


0%, = Ay Yx+ Ay 2iz = A(z ae v2) te Ag(21. ar 12) , (x =1, 2, 3, 4) 


bezeichnet man diejenige Gerade als zu thr konjugiert imagindr, welche 
durch die beiden zu y und z konjugiert imaginaren Punkte hindurchgeht: 

Ox, = Ax Sia Ag 2x =e AV a 4x) Si A(z, ce az) %, (x a 1, 2, 3, 4) 
Man erkennt unmittelbar, da dann auch alle anderen Punkte der beiden 
Geraden paarweise konjugiert imaginair. zueinander sind. In dualer 
Weise kann man konjugiert imagindre Geraden auch als solche Geraden 
definieren, die konjugiert imaginaren Ebenenbiischeln gemeinsam sind. 
Eine reelle Gerade ist zu sich selbst konjugiert imaginar. In Bezug auf 
imaginare Gerade kénnen wir zwei Falle unterscheiden. Eine gegebene 
imaginare Gerade kann namlich mit der konjugiert imaginaren Geraden 
entweder einen oder keinen Punkt gemeinsam haben. Die erste Art 
von Geraden wird, da sie einen reellen Punkt besitzen, als nieder-imaginar, 
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die zweite Art als hoch imagindr bezeichnet. Als Beispiel fiir eine nieder- 
imaginare Gerade kénnen wir eine beliebige imaginire Gerade betrachten, 
die durch einen reellen Punkt geht. Als Beispiel fir eine hoch-imaginare 
Gerade fiihren wir die Gerade an, welche durch die beiden imaginaren 
Punkte 1:72:0:0und0:0:1 :7 bestimmt ist. In der Tat kann diese 
Gerade keinen reellen Punkt besitzen ; denn wenn dies der Fall ware, miiBte 
auch die durch die beiden zugehérigen konjugiert imaginaéren Punkte' 
4:—2:0:0 und 0:0:1:—-7 bestimmte Gerade durch diesen Punkt 
gehen, so daf} die vier angegebenen Punkte in einer Ebene liegen wiirden, 
was unmoglich ist, da die aus ihren Koordinaten gebildete Determinante: 


ie Soar oral teal 

1 —i 0 0) _ |! a etie a 
Oar Ore. ol esuhts a 

kano tdtc 7 | 


ist. Nach den obigen Uberlegungen kénnen wir somit die geraden Linien 
im Raum auch nach der Anzahl ihrer reellen Punkte einteilen; denn eine 
gerade Linie im Raum ist reell, nieder-imaginaér oder hoch-imaginar, 
je nachdem sie oo!, einen oder keinen reellen Punkt besitzt. Genau so 
folgt dual, daB diese Geraden der Reihe nach in oo!, einer und keiner 
reellen Ebene liegen. Im Raum gibt es oof reelle, oo? nieder-imaginare 
und oo® hoch-imaginare Geraden. 
6. Im Raum gehen durch einen imagindren Punkt oot imaginare und 
co! reelle Ebenen; ferner gehen durch einen imaginéren Punkt oo 
imaginaére Geraden, aber nur eine einzige reelle Gerade; diese Gerade ist 
der Schnitt der cot reellen Ebenen und ist die Verbindungslinie des be- 
trachteten Punktes mit dem zugehorigen konjugiert imagindren Punkt. 
D. Die anschauliche Wiedergabe der imaginaren Punkte einer 

geraden Linie in der Zahlebene und auf der Zahlkugel. Die ima- 
_gindren Elemente haben wir bisher analytisch eingeftthrt. Fir die 
gerade Linie 1a4Bt sich eine anschauliche Darstellung der imagindren 
Punkte in der folgenden Weise geben. Wir legen die Punkte der 
geraden Linie durch eine affine Variable x +7y fest und deuten diese 
komplexe Veranderliche in bekannter Weise 
in der GauBschen Zahlebene, indem wir auf 
der einen Koordinatenachse den Wert von x 
und auf der anderen den Wert von y abtragen 
(Abb. 28). Wir erhalten dadurch eine Abbildung 
dey siimtlichen reellen und imagindren Punkte 
eimer Geraden auf die reellen Punkte einer 
Ebene, so daB wir jeden Satz tiber imaginare Ruhoe 
Punkte einer Geraden in der Gaufschen Zahl- 

ebene anschaulich wiedergeben kénnen. So legen z. B. vier Punkte 
durch den auf S. 42 angegebenen Ausdruck ein -bestimmtes reelles 
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oder komplexes Doppelverhaltnis fest. Wir fiihren den Satz an: Das 
Doppelverhiltnis von vier Punkten einer geraden Linie ist dann und nur 
dann reell, wenn die zugehivigen vier Punkte in der GauBschen Zahlebene auf 
einem Kreise liegen; die gerade Linie wird hierbei als Spezialfall eines Krei- 
ses betrachtet. Wenn die vier Punkte auf einem Kreis liegen, ist das ge- 
suchte Doppelverhaltnis gleich dem Doppelverhaltnis der vier Strahlen, 
‘welche die vier Punkte mit einem beliebigen fiinften Kreispunkt bestim- 
men (Abb. 29). Wenn die vier Punkte im besonderen harmonisch liegen, 
geht die Verbindungs- 
linie der Punkte eines 
Paares immer durch 
den Pol der Geraden, 
welche die beiden an- 
deren Punkte mit+ 
einander verbindet 
(Abb. 30). (Uber den 
‘abe do: Abbise. Begriff des Poles vgl. 
Kapitel II, § 1.) 

Da es im Gebiet der komplexen Zahlen nur eine einzige unend- 
lich groBe Zahl gibt, miissen wir in der GauBschen Zahlebene das 
Unendlich-Ferne als Punkt ansehen, wahrend wir es in der projektiven 
Ebene als Gerade aufgefaBt haben. Wir betonen hier nochmals, daf 
die Auffassung des Unendlich-Fernen nicht eine Wiedergabe der in 
Wirklichkeit bestehenden Verhdlinisse, sondern eine (in gewissen Grenzen) 
willktivliche Verabredung ist. Die beiden verschiedenen Auffassungen 
sind dadurch bedingt, daB in der projektiven Geometrie das Unendlich- 
Ferne durch die hier vorzugsweise betrachteten projektiven Transfor- 
mationen in eine gerade Linie tiberfiithrt wird, wahrend im Gebiet der 
komplexen Zahlen, so z. B. in der Funktionentheorie, vor allem die 
Transformationen durch reziproke Radien verwandt werden, durch 
die das Unendlich-Ferne auf einen 
Punkt abgebildet wird. Um diese 
uns ungewohnten Verhialtnisse der 
GauBschen Zahlebene anschaulich 
wiederzugeben, denken wir uns 
auf die (horizontale) Zahlebene 
im Koordinatenanfangspunkt eine 
beriihrende Kugel gelegt und die 
Punkte der GaufSschen Zahlebene 
durch stereographische Projektion 
auf die Punkte der Kugel abgebil- 
det (Abb. 31). Hierdurch wird einem 
Punkte « der Zahlebene ein be- 
Abb. 31. stimmter Punkt der Kugel zugeord- 
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net, der in der Abb. 31 ebenfalls mit « bezeichnet ist. Insbesondere ent- 
spricht dem unendlich fernen Punkt der Gau8schen Zahlebene ein einziger 
Punkt, namlich der Nordpol N der Kugel. Bei rechnerischen An- 
wendungen ist es vorteilhaft, den Radius der Zahlkugel gleich 4 zu 
wahlen. Denn dann bilden sich die Punkte des Einheitskreises gerade 
auf den Aquator der Kugel ab. Durch diese Uberlegungen erhalten wir 
eine Abbildung der simtlichen reellen und komplexen Punkte einer Ge- 
vaden auf die reellen Punkte einer Kugel. Auf der Zahlkugel kénnen 
wir dann dieselben Uberlegungen, z. B. tiber Doppelverhaltnisse, wie 
in der GauBschen Ebene anstellen. 

E. Die Antikollineationen. Infolge der Einfiihrung der imaginaren 
Gebilde miissen wir jetzt alle bisherigen Uberlegungen in geeigneter Weise 
verallgemeinern. Hierbei werden aber gewisse Modifikationen notwendig. 
So verliert z. B. der Satz, daB die Kollineationen die allgemeinsten Trans- 
formationen sind, welche jedes Grundgebilde in ein gleichartiges Grund- 
gebilde uberfithren, im imaginéren Gebiet seine Giltigkeit; denn hier 
besitzen die sogenannten Antikollineationen: 


Xx = Dien. m4 = Siena (yi ae 424) ; 


bei-denen die x, lineare Funktionen nicht von xj = yj ++ 1z{, sondern von 
den zugehérigen konjugiert imaginaren GréBen x; = yj — 12} sind, dieselbe 
Eigenschaft. Eine Antikollineation entsteht, wenn wir zuerst eine gewohn- 
liche Kollineation ausfiihren und dann jeden Punkt mit seinem konjugiert 
imaginaren Punkt vertauschen (im reellen Gebiet ruft diese letzte Trans- 
formation iiberhaupt keine Anderung hervor). Hieraus ergibt sich ohne 
weiteres, da auch die Antikollineationen Grundgebilde wieder in gleich- 
artige Grundgebilde tberfiihren. 

F. Historisches. Die imaginadren Zahlen sollen zuerst bei Cardano bei 
der Auflésung der kubischen Gleichungen aufgetreten sein). 1748 findet 
Euley die bekannte Relation: e’* =cosx* +isinx und erkennt die 
grundlegende Bedeutung der komplexen Zahlen fiir die Funktionen- 
theorie. Am Anfang des 19. Jahrhunderts wird die geometrische 
Deutung in der Gaufschen Zahlebene gefunden, wodurch den kom- 
plexen Zahlen der ihnen bis dahin anhaftende mystische Anstrich 
genommen wurde. Die Darstellung auf der Zahlkugel tritt zuerst 
bei Riemann auf?). 

In der Geometrie sind die imaginaren Elemente 1822 zuerst durch 
Poncelet betrachtet worden). Zu ihrer Einfithrung verwendet er aber 
keine Koordinaten, bei deren Gebrauch eine derartige Einfithrung weit 


1) Vgl. wegen des Folgenden Klein: Elementarmathematik vom hoheren Stand- 
punkte aus 3. Aufl. Bd.I, S. 61ff. 1924. 

2) Neumann, C.: Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale 
1865. Vel. auch Klein: Ges. Math. Abh. Bd. III, S. 518. 

3) Poncelet: Traité des propriétés projectives des figures 1822. 
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naherliegt, sondern ein logisch nicht recht zu erfassendes ,,Principe de 
continuité“ (vgl.S. 44). Die anschauliche Einfiihrung der imaginaren 
Gebilde wurde zuerst durch von Staudt 1856 gegeben1); diese Dar- 
stellung ist spater durch eine Arbeit von Klein verallgemeinert 
worden’). 


Kea patie: allt 


Die Gebilde zweiten Grades, 


§ 1. Die Polarverwandtschaft der Gebilde zweiter Ordnung 
und Klasse. 


A. Die Definition der Gebilde zweiter Ordnung und Klasse. 
Fiir den Aufbau der nichteuklidischen Geometrie ist die Theorie 
der Gebilde zweiter Ordnung von grundlegender Bedeutung. Diese Ge- 
bilde sind durch die Forderung bestimmt, daB die homogenen Koordi- 
naten ihrer Punkte eine gegebene Gleichung zweiten Grades erfiillen 
sollen: 

Pr Ay j4%,%, =; (G4 = Giz) 


x und A durchlaufen hierbei unabhangig voneinander alle Werte von 1 bis 
n + 4, wobei m die Dimensionenzahl der betreffenden Mannigfaltigkeit 
ist. Diese Gleichungen haben fiir 7 = 1 und m = 2 die Gestalt: 


2 9g 

yy Xj + 2Aya%yXq + Ay9%3 = 0 

bzw. : 
2] Sag [ey 2 2 

Ay Xi 1 209% Xq + 2A 13% %yq + Aggy Xo +4 2g %_%yq 4 Aggxzx = O. 


Fir 2 = 1 ist das Gebilde zweiter Ordnung ein Punktepaar, fiir = 2 
eine Kurve, die man als Kegelschnitt zu bezeichnen pflegt, und fir 
nm = 3 eine Fliche. Die a,, kénnen alle Werte annehmen, nur diirfen 
sie nicht samtlich gleichzeitig verschwinden. Die hierbei auftretenden 
Ausartungen werden wir in §3 naher untersuchen. 

Neben den Gebilden zweiter Ordnung werden wir auch die Kurven 
und Flichen zweiter Klasse®) (vgl. S.35 und 36) betrachten: 


> iM ts =0. (O24 =a) 


Da wir fiir die «,, alle Wertsysteme mit Ausnahme des Systems 
0, 0, ..., 0 zulassen, kénnen auch hier mannigfache Ausartungen 


1) uv. Staudt: Beitraige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft. Niirnberg 1856. 

*) Klein: Zur Interpretation der komplexen Elemente in der Geometrie. Math. 
Ann., Bd. 22 oder Ges. Abh. Bd. I, S. 402. 

3) Auf der geraden Linie sind die Gebilde zweiter Ordnung und Klasse 
identisch. 
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auftreten. Die Gestalt dieser Klassengebilde werden wir in §2 und §4 
bestimmen; wir werden dort im besonderen sehen, daf im allgemeinen 
die Tangenten ener Kurve zweiter Ordnung eine Kurve zweiter Klasse und 
die Tangentialebenen eine Fliache zweiter Ordnung eine Flache zweiter 
Klasse bilden. 

Wenn die Verhaltnisse der a,, bzw. o,, samtlich reelle Werte be- 
sitzen, sprechen wir von einem reellen Gebilde zweiter Ordnung bzw. Klasse; 
wenn dagegen die Verhdltnisse dieser GroéBen wenigstens zum Teil 
imaginar sind, bezeichnen wir die zugehorigen Gebilde als imagindr. 

B. Die Polarverwandtschaft der Gebilde zweiter Ordnung. Wir 
bringen die Kurve oder Flache zweiter Ordnung: 


De Gi Xn 0, = 0 
mit einer geraden Punktreihe: 

OX = MF LY: 
die wir durch die beiden Punkte « und y’ bestimmen, zum Schnitt. 
Die gemeinsamen Punkte sind dann durch die Gleichungen gegeben: 


Hei (He + MIs) (%4 + fey) = 0 
bet HH + b> Gu i%eVi + Veet) + PS Gi VeVi = 0. 


Da weiter: 


oder: 


ya , ' / 
aaa + Vn ta) = 2 S41 HV), 
— ome 


ist, wobei in beiden Fallen x und 4 der Reihe nach alle Werte von 
4 bis »-+ 1 annehmen, erhalten wir schlieBlich: 


DOM Hh + 2p >On XV, + OS dui Vedi = 0. 
—— —I 


Diese in “« quadratische Gleichung ergibt zwei Werte 4, und /“,, welche 
durch Einsetzen in die Parameterdarstellung der geraden Linie die 
Koordinaten der gesuchten Schnittpunkte bestimmen. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem die beiden 
Punktepaare mit den Koordinaten: 

Mis Vin MiP UGE, MEE Mai 

zueinander haymonisch liegen. Da das Doppelverhaltnis dieser vier Punkte 
in der angegebenen Reihenfolge gleich m,: (4, ist, muB hierzu f1,: /44=—1 
oder (4; =—/. werden. Das ist aber dann und nur dann der Fall, wenn 
in der fiir « aufgestellten quadratischen Gleichung der Koeffizient des 
Gliedes mit “ verschwindet: 


(is a 
PLT = 05 


Diese Gleichung gibt also die Bedingung an, welcher die Koordinaten 
der beiden Punkte x’ und y’ geniigen miissen, wenn diese Punkte har- 
monisch zu den Schnittpunkten ihrer Verbindungsgeraden mit dem be- 
trachteten Kegelschnitt legen sollen. 
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Wir denken uns nun einen gegebenen Punkt y festgehalten und auf 
jeder durch y gehenden Geraden den vierten harmonischen Punkt x zu 
den beiden Schnittpunkten mit der Flache bzw. Kurve und y selbst 
konstruiert. Die Gesamtheit dieser Punkte *« muB die Gleichung: 


> Wi%nV1, = 0 


erfiillen. In ihr sind die a,, und y, als konstant und die x, als variabel 
aufzufassen. Ferner ist die Gleichung in den x, linear; fir den Fall 
des Raumes kénnen wir sie z. B. folgendermaBen schreiben: 

Dima +X + Ddias,94 + Xp + di45,9; * Xs + diay %=0. 
Infolgedessen bilden die vierten harmonischen Punkte x in bezug auf 
einen festen Punkt y bei einem Kegelschnitt in der Ebene eine gerade 
Linie, bei den Flaéchen zweiter Ordnung im Raum eine Ebene. Die 
gerade Linie wird die Polare des Punktes y in bezug auf den gegebenen 
Kegelschnitt, die Ebene die Polavebene (oder ebenfalls Polare) des Punk- 
tes y im bezug auf die gegebene Fliache zweiter Ordnung genannt; der 
Punkt y selbst wird als der zugehérige Pol bezeichnet. Die Gleichung 
der Polaren 1aBt sich unmittelbar aus der Gleichung des zugehdérigen 
Gebildes zweiten Grades ableiten. So gehéren z. B. in der Ebene zu 
dem Kegelschnitt: 

Ayy X} + Any y+ gg 3 + 2Aya Hy %q + 2Ayy 24 %3 + 2Ayg %yXq = O 
die Polarengleichungen: 
O41 %1 V1 + Aga %oVo + Agy %nV3 + Asp (%1 Vo + %2V1) + Ay3 (%1 3 + %3V1) 
+ Ay3 (%2'V3 + X32) = 0. 

Genau dasselbe Bildungsgesetz gilt in den héheren Dimensionen. In 
besonders iibersichtlicher Weise kénnen wir die Polarverwandtschaft 
darstellen, indem wir die Geraden- bzw. Ebenenkoordinaten der Polaren 
angeben; denn nach der oben abgeleiteten Gleichung > Xn Y= 0, 
der die x, laufende Koordinaten sind, wird dem Punkte y die Polare 


mit den Koordinaten: 
OU, = PAA) 


zugeordnet. 

Bei diesen Uberlegungen miissen wir voraussetzen, da der Punkt y 
nicht so gewahlt ist, daB alle Koordinaten ~, der Polaren gleich Null 
sind. Im Raum kann ein derartiger Fall: 


>Hi => 421% => 45191 => 4449; =0 
nach der Theorie der homogenen linearen Gleichungen nur dann ein- 
treten, wenn die Determinante: 
(4, Me As AN, 
Ay5, yp Ang Gag 
| 431% Gag 34 


4, Agg Agu Aaa | 
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des betrachteten Gebildes verschwindet; genau das gleiche Gesetz gilt 
bei anderer Dimensionenzahl. Ein Gebilde zweiten Grades, fiir das D gleich 
Null ist, bezeichnen wir als ausgeartet. Wir beschaftigen uns zundchst 
allein mit den nicht ausgearteten Gebilden und behalten uns die Er- 
ledigung der andern Falle fiir spater vor. Wir kénnen dann den Satz aus- 
sprechen, dap durch eine nicht ausgeartete Kurve bzw. Fliche jedem Punkte 
eine bestimmte Polare bzw. Polarebene zugeordnet wird. 

C. Die Polarverwandtschaft der Gebilde zweiter Klasse. Dieselben 
Uberlegungen kénnen wir in dualer Weise fiir die Kurven und Flédchen 
zweiter Klasse: 

ed Mn =0 


anstellen. Wir schneiden ein derartiges Gebilde mit einem Geraden- 
bzw. Ebenenbiischel: 

Gteg ae ph 
Diejenigen Geraden bzw. Ebenen, die beiden Gebilden gemeinsam sind, 
werden dann durch die Gleichung: 


/ re / rg 
S101 (Us, + wr;,) (uy + wv}) = 0 
= i 
oder: 
S210 4 We, + 2 S210,,0,,04 + 62? Sno, 10,0; = 0 
— = y 
bestimmt. Wenn wir im besonderen uw’ und vw’ so wahlen, dab: 
De An WV) =0 


ist, wird das Doppelverhaltnis von w’ und v’ zu den beiden ausgeschnit- 

tenen Geraden der Klassenkurve bzw. Ebenen der Klassenflache 

gleich —1. Wenn wir also eine Gerade bzw. Ebene v festhalten, so er- 

fiillen die Koordinaten derjenigen Elemente «, welche harmonisch zu 

den beiden durch den Schnitt von w und v gehenden Elementen des 
Klassengebildes liegen, die Gleichung: 


> ini == (Ui, 
die entwickelt, etwa im Falle des Raumes, folgendermaBen lautet: 
io 1% + + D4 05,0; “Uy + Ddia%s,0, “Us + D1 44% *M%=0. 
Im Fall der Ebene fehlt die letzte Summe. Diese Gleichung ist in den 
laufenden Variabeln w, linear, ergibt also alle Geraden bzw. Ebenen, 
die durch einen festen Punkt hindurchgehen. Durch das betrachtete 


Klassengebilde wird also jeder Geraden bzw. Ebene v ein Punkt mit 
den Koordinaten: 
OX = Shona, 


zugeordnet, welcher als der Pol dieser Geraden bzw. Ebene bezeichnet 
wird; die Gerade bzw. Ebene selbst wird die zugehérige Polare bzw. 
Polarebene genannt. 
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Auch hier miissen wir, wenn einer jeden Geraden bzw. Ebene ein 
bestimmter Pol entsprechen soll, voraussetzen, dal} die Determinante der 
Klassenkurve bzw. Klassenflache nicht verschwindet oder, mit anderen 
Worten, da8 wir ein nicht ausgeartetes Klassengebilde vor uns haben. 

Da wir ein nichtausgeartetes Gebilde zweiter Ordnung auch als Ge- 
bilde zweiter Klasse auffassen kénnen, indem wir von den Punkten zu 
der Betrachtung der zugehérigen Tangentialgebilde ibergehen (vgl. § 2), 
erhalten wir durch die vorstehenden Uberlegungen zu jedem derartigen 
Gebilde zwei verschiedene Polarverwandtschaften. Mit Hilfe der in § 2 
entwickelten Formeln kann man aber zeigen, da diese beiden Polar- 
verwandtschaften miteinander identisch sind. 

D. Die wichtigsten Satze iiber die Polarverwandtschaft. Wir 
wollen jetzt ermige Satze tiber die Polarverwandtschaften aufstellen. Wir 
beschranken uns hierbei auf die Ordnungsgebilde; fiir die Polarver- 
wandtschaften der Klassengebilde gelten die dualen Satze. Zunachst 
folgt: Wenn der Punkt y auf der Kurve oder Flache selbst liegt: 

> ei VeVi = OF 


mu die Gleichung des zugehdrigen polaren Gebildes: 
Dei Hn =0 

notwendig erfillt sein, wenn wir fiir die laufenden Koordinaten x, die 
Werte y, einsetzen. Dze Polare eines Kurvenpunktes bzw. die Polarebene 
eimes Flachenpunktes geht also durch diesen Punkt selbst hindurch. Aus 
den Formeln S. 53 folgt, daB ein derartiges polares Gebilde die Kurve 
oder Flache nicht schneidet, sondern berithrt!). Dze Polare eines Kur- 
venpunktes ist also die Tangente bzw. die Tangentialebene in diesem Punkte. 

Weiter leiten wir den fiir die Polarverwandtschaft grundlegenden 
Satz ab: Wenn der Punkt y auf der Polare von % liegt, so liegt auch 
dey Punkt x auf der Polare von Y 
(Abb. 32). Denn in der Tat, wenn der 
Punkt % in dem polaren Gebilde von y: 


= a > Miu =) 


we liegt, also: 


> By A Xn Va, =0 


ist, wobei jetzt sowohl x, wie ¥Y, 


Abb, 32. 


1) Wenn namlich +; die Koordinaten des Kurvenpunktes und yj die eines 
zweiten Punktes der zugehérigen Polaren sind, so verschwindet in der Gleichung: 
Dea hn Hh + AMD Ge He IL + OL, 12 I1 = 0 
(S. 53) die erste Summe, weil der Punkt x’ auf der Kurve selbst liegt, und die 
zweite Summe, weil y’ auf der Polaren von #’ liegt. Die obige Gleichung, welche 
die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden von x’ und y’ mit der Kurve be- 
stimmt, reduziert sich somit auf “7=0, so daB x! der einzige Schnittpunkt der 

beiden Gebilde ist. 
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feste GréBen sind, so mu8 auch y in dem polaren Gebilde von % liegen, 
da dieses die Gleichung: 


DS aaita ks =0 
—— 


besitzt und somit nach Voraussetzung durch die Werte x,, = y,, erfillt wird. 
Aus diesen Satzen la8t sich eine einfache Konstruktion der Polare 
bzw. Polarebene ableiten. Wir legen hierzu im ersten Fall von dem 
gegebenen Pol P aus die beiden Tangenten an den s 
Kegelschnitt; dann ist die Verbindungslinie der 
Beriihrungspunkte die gesuchte Polare (Abb. 33). 
Diese Konstruktion ist bei der betrachteten 
Ellipse nur dann im Reellen ausfithrbar, wenn 
der Pol im AuBeren des Kegelschnittes liegt. 
Wenn er im Innern des Kegelschnittes liegt, 
sind die beiden an den Kegelschnitt gehenden Tangenten konjugiert 
imaginar und bestimmen somit auch konjugiert imaginare Berithrungs- 
punkte; die Verbindungslinie dieser beiden Punkte ist reell und stellt 
die gesuchte Polare dar. Wir werden fiir diesen Fall sogleich (vgl. die 
untenstehende Anm.) eine im Reellen durchfiihrbare Konstruktion finden. 
Im Raum legen wir entsprechend zur Konstruktion der Polarebene von 
dem gegebenen Punkte aus die simtlichen Tangentialebenen an die Flache 
zweiter Ordnung. Alle Beriihrungspunkte dieser Ebenen liegen dann 
in einer Ebene, welche die gesuchte Polarebene des gegebenen Punktes ist. 
SchlieBlich gelten die Sitze: Wenn wir in der Ebene den Pol auf 
einer geraden Linie G wandern lassen, e 
dreht sich die zugehorige Polare 


(p 


Abb. 33. 


G, 


Abb. 34. Abb. 35. 


um einen Punkt P; dabei ist P der Pol der Geraden G +) (Abb. 34). Wenn 
wiy 1m Raum den Pol auf einer geraden Lime G, wandern lassen, dreht 
sich die zugehdrige Polarebene um eine zweite Gerade G, (Abb. 35). In 
der Tat gehéren zu den Punkten der Geraden: 

OG = MH, 
die polaren Gebilde: 


OU; = diaia (xi + #2) = Dhami + % Sraisya- 


1) Aus diesem Satz ergibt sich eine reelle Konstruktion der Polaren, die zu 
einem innerhalb des Kegelschnittes liegenden Pol gehért. 
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Wir erhalten also in der Ebene alle Geraden des Strahlbiischels, das 
durch den Schnitt der beiden Geraden S/a,,x,=0 und Diajy, =0 
bestimmt ist, und im Raum alle Ebenen des Ebenenbiischels, das in 
derselben Weise durch den Schnitt der beiden Ebenen a; 4%, =0 
und Sia;,y,=0 bestimmt ist. Da hierbei im Fall der Ebene der 
Punkt P der Pol der Geraden G ist, mdége der Leser selbst beweisen. 
Im Raum werden die beiden einander zugeordneten geraden Linien G, 
und G, als konjugierte Polaren bezeichnet. Wenn wir den Pol statt auf 
der Geraden G, auf G, wandern lassen, dreht sich die zugehdrige Polar- 
ebene um G,. Durch entsprechende Uberlegungen kénnen wir den weite- 
ren Satz ableiten: Wenn wir im Raum den Pol auf einer Ebene E wan- 
dern lassen, dreht sich die zugehérige Polarebene um einen Punkt P; 
dabet ist P dey Pol der Ebene E. 

In der Ebene wird durch die Polarverwandtschaft eines nicht 
ausgearteten Kegelschnittes jedem Punkt eine Polare und jeder Ge- 
raden ein Pol zugeordnet. Im Raum gehort in bezug auf eine nicht 
ausgeartete Flache zweiter Ordnung zu jedem Punkt eine Polarebene, 
zu jeder Geraden eine konjugierte Gerade und zu jeder Ebene ein Pol. 
Entsprechende Verhaltnisse treffen wir in u-dimensionalen Mannigfal- 
tigkeiten an. 

Die Haupteigenschaften der Polare eines Kegelschnittes fiir einen 
Punkt auBerhalb desselben war bereits Appollonius bekannt. Fiir die 
weitere Entwicklung der Polarentheorie kommen vor allem die fran- 
zosischen Geometer Desargues (1593—1661), De la Hire (1640—1718) 
und Monge (1746—1818) in Betracht?). 


§ 2. Das Entsprechen der nicht ausgearteten Ordnungs- und 
Klassengebilde zweiten Grades. 


Eine nicht ausgeartete Flache zweiter Ordnung: 


DENG 1 Kn, = 0 (D =| a2] + 0) 


k6énnen wir als Klassenflache auffassen, indem wir sie statt durch 
ihre Punkte durch ihre Tangentialebenen erzeugt denken. Es entsteht 
die Aufgabe, aus der Gleichung der Ordnungsflache die Gleichung der 
zugehérigen Klassenflache zu ermitteln. Hierzu greifen wir eine Tan- 
gentialebene w der Ordnungsflaiche heraus; der Berithrungspunkt mdge 
die Koordinaten x; besitzen. Dann mu8 zunachst die Gleichung: 


Itz %y + Up %y + UgX%y —- UX, = O 


erfiillt sein, da der Beriihrungspunkt auf der Tangentialebene liegt. 


1) Vgl. Kotter: Die Entwicklung der synthetischen Geometrie. Jahresber. d. 
DD, MAV. Bds5, S. 45. 41904" 
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Da ferner die Ebene uw die Flache im Punkte x beriihren soll, ist w die 
Polarebene von x (S.56). Es bestehen also die Beziehungen (S. 54): 


OU; = Diam. (= 4 2, a> 4) 


Aus diesen fiinf Gleichungen wollen wir die vier GréBen ©, %1:%:%3: %q 
eliminieren. Hierzu schreiben wir die Gleichungen in der folgenden 
Form: 
Ay % 1 AypXy + Ayg Xz > Ayy%y — UO 
gy %1 - Agg%q + AygXg 1 Agg%y — Uy Q = 
c 
Q 


Ag, % + Ago %y + A33X%3 4- Ag4X%q — Us 


UX + Ughy + UgX%y + Ugry = 


Dieses Gleichungssystem ist in den GréBen %,, %, %3, %4, @ homogen und 
linear und kann daher nur dann durch irgendein Wertsystem dieser 
Gr6Ben erfiillt sein, das von dem nicht brauchbaren System 0, 0, 0, 0, 0 
verschieden ist, wenn die Determinante des Systems verschwindet: 


Dy, =| 45, 3p gg ggg = O-. 


| Uy WU, Us, Uy O | 


Diese Determinante D, wird als die einmal mut den u, gerinderte Deter- 
minante dey a,, bezeichnet. Wenn wir sie nach den wu, entwickeln, 
erhalten wir: 


9 
Dy = Ay Uy + Ayo Mg + Ayg¥y Uy + Ay ty 


9 = ay 
+ Ags Uy Uy + Agy yy + Aggy tgly + Aggy = ei Ay js. = 03 


hierbei bedeutet A,, die mit dem richtigen Vorzeichen versehene Unter- 
determinante des Elementes a,, in der Determinante D der a,,. Diese 
Gleichung stellt die Bedingung dar, welche die Koordinaten w; einer 
Ebene erfiillen miissen, wenn die Ebene die gegebene Flache >21 Ay, X_%,=0 
beriihren soll. Wenn wir den uw; der Reihe nach alle Werte zuteilen, 
die mit dieser Gleichung vertraglich sind, erhalten wir die Gesamtheit 
der Tangentialebenen. Die Gleichung D, = 0 stellt somit die gesuchte 
Gleichung der Klassenflache dar. Die zu einer nicht ausgearteten Flache 
zweiter Ordnung geh6rige Klassenflache ist also ebenfalls von der zweiten 
Klasse?). Nach einem bekannten Satz der Determinantentheorie?) ist 


2) Bei den Flachen héherer Ordnung findet eine derartige Ubereinstimmung 
zwischen Ordnung und Klasse im allgemeinen nicht mehr statt. 

2) Vel. etwa Kowalewski: Einfiithrung in die Determinantentheorie, 2. Aufl., 
Leipzig 1925. 
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(bei einer 7-gliedrigen Determinante) die aus den Unterdeterminanten 
A,, gebildete Determinante gleich der (# —1)-ten Potenz der urspriing- 
lichen Determinante; also: 

. Ay, Aj, A,, 


3 


G2 443° AUN, 


[Ag Ay Aas Gq, 4, | 
Hieraus folgt, daB, wenn die gegebene Flache zweiter Ordnung nicht 
ausgeartet ist, die zugehdrige Klassenflache es ebenfalls nicht ist+). 

Genau dieselbe Uberlegung gilt nach sinngemaBer Abanderung fiir 
die Ebene. Die einmal geranderte Determinante, deren Verschwinden 
die zugehérige Klassenkurve ergibt, hat hier die Gestalt: 


43 gg 


| 
141 M2 yy | 
Mig ii «Chee il 
a1 @o9 2 
D,= 28 |= aA, ihe =O). 
baie (eis Slay Me 
| 
Uy Uy, -Uzs O | 


In der dualen Weise bestimmt sich die Ordnungsflache, die zu einer 
nicht ausgearteten Klassenflache: 
S210,,7U,U, = 0 (A =|e,.2| + 0) 
— 
gehoért. Es sei x ein Punkt der Ordnungsflaiche; er mdge in der Ebene w 
der Klassenflache liegen. Dann mu8 zunachst die Gleichung: 
UX + Up X%_ + Uz %q + Uy%, = O 


erfiillt sein, da die Ebene den herausgegriffenen Punkt enthalten soll. 
Da ferner der Punkt x auf der zugehérigen Ordnungsflache liegen soll, 
ist « der Pol der Ebene uw. Es bestehen also die Beziehungen (S. 55): 


OX; = Di ain Uj. (Pes at, 25 55 a) 


Aus diesen fiinf Gleichungen eliminieren wir die vier GroBen 0, 1: Ug: Us tg 
in derselben Weise wie auf S. 59 und erhalten: 


| Oy Mn %yg yg Hy . 

| %o1 Xo, No, Nog 2 . 
A,= | X31 NXg. Ng, Age 3 =O. 

) %q, yn %qz Nagy %q | 

| % % Xe, % O0| 


Diese Determinante wird als die einmal mit den x, geranderte Determinante 
der «,;, bezeichnet. Wir kénnen sie in der folgenden Summenform 


llen: =, 
darstellen va ye vin 


1) Dieser Satz folgt aus dem S. 73 bewiesenen Satz ohne Benutzung der 
angegebenen Determinantenbeziehung. 
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wobei A, , die mit dem richtigen Vorzeichen versehene Unterdeter- 
minante des Elementes «,, in der Determinante 4 der «,, bedeutet. 
Die Gleichung 4, = 0 stellt die gesuchte Gleichung der Ordnungsfldche dar. 


Das angegebene Verfahren der Determinantenranderung kénnen wir 
zweimal hintereinander ausfiihren, indem wir von einer nicht ausgear- 
teten Ordnungsflache zweiter Ordnung zu einer Klassenflache und von 
dieser Klassenflache wieder zu der zugehérigen Ordnungsflache iiber- 
gehen. Die geometrische Beziehung, die zwischen Ordnungs- und Klas- 
senflachen besteht, legt die Vermutung nahe, da wir hierbei auf die alte 
Ordnungsflache zuriickkommen; diese Vermutung ist in der Tat erfiillt, 
wie wir S. 73 analytisch beweisen werden. Bei den ausgearteten Gebil- 
den treffen wir dagegen andere Verhaltnisse an, wie im Falle des Raumes 
der Kegel und im Falle der Ebene das reelle Geradenpaar zeigt (vgl. die 
Schemata S. 74 und 75). 

Die Gleichung eines Kegelschnittes in Geradenkoordinaten findet 
sich zuerst 1829 in Pliickers Analytisch-geometrischen Entwicklungen. 
Der Begriff der Klassenkurve selbst war schon vorher bei den Dualitits- 
betrachtungen der Mongeschen Schule aufgestellt worden. 1832 stellen 
Phiicker und Hesse gleichzeitig die Klassengleichung einer Flache zweiter 
Ordnung auf. 


§ 3. Die Einteilung der Gebilde zweiter Ordnung. 


A. Einteilung der Flachen zweiter Ordnung nach dem Rang 
der zugehérigen Determinante. Bis jetzt haben wir uns auf die Be- 
trachtung derjenigen Ordnungsgebilde: 


> Gikn 1, = 0 


beschrankt, bei denen die zugehérige Determinante nicht verschwindet. 
Wir nehmen nunmehr allgemeiner an, dab die a,,, irgendwelche reellen 
oder komplexen Werte. besitzen, nur schlieBen wir das identisch ver- 
schwindende Wertsystem {0:0:0:-+-: :0} aus. Hierdurch ergeben sich 
-eine Reihe neuer Moglichkeiten, tiber die wir uns zunachst Klarheit 
verschaffen wollen. Wir geben die hierzu notwendigen Uberlegungen 
nur fiir den Fall des Raumes an; die Ubertragung in die anderen Dimen- 
sionen (vgl. Abschnitt D) bereitet keine Schwierigkeiten. 

Nach S.54 hat die Polarebene des Punktes vy in den laufenden 
Koordinaten x; die Gleichung: 


¥a > Orn Vin + %e ew + Xs 83s + %q Ve =10c 


Die Punkte y, fiir die die zugehdrige Polarebene unbestimmt wird, 
sind durch die vier Gleichungen: 


DV a 0, > 42x V x a 0, > 43nV 2 = 0, Per =z 0) 
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festgelegt, in denen die a,, fest gegebene Konstante und die y, die 
gesuchten Unbekannten sind. Nach der Theorie der linearen homo- 
genen Gleichungen haben wir bei der Auflésung dieses Systems je nach 
dem Verhalten der zugehérigen Determinante: 

(4 Ay Gy yg! 
| @y, Aon Gg Gag | 
| 731 %32 433 45a 
1% %a2 3 %a 
vier verschiedene Falle zu unterscheiden: 

4. Die Determinante D ist ungleich Null. In diesem Fall gibt es ziber- 
haupt keinen Punkt, dessen Koordinaten die vier Gleichungen erfillen. 

2. Die Determinante D verschwindet, es ist aber mindestens eine 
ihrer dreigliedrigen Unterdeterminanten ungleich Null. In diesem Fall 
gibt es einen einzigen Punkt, dessen Koordinaten die gegebenen Glei- 
chungen erfiillen. 

3. Die Determinante verschwindet und zugleich alle dreigliedrigen 
Unterdeterminanten, es ist aber mindestens eine ihrer zweigliedrigen 
Unterdeterminanten ungleich Null. In diesem Fall gibt es eine ganze gerade 
Linievon Punkien, deren Koordinaten die gegebenen Gleichungen erfiillen. 

4. Die Determinante D verschwindet und zugleich alle zweigliedri- 
gen Unterdeterminanten, es ist aber mindestens eine eingliedrige Unter- 
determinante ungleich Null. In diesem Fall gibt es eine ganze Ebene 
von Punkten, deren Koordinaten die gegebenen Gleichungen erfiillen. 

5. In dem fiinften Fall, in dem auch alle eingliedrigen Unterdeter- 
minanten verschwinden, erhalten wir fiir die Koeffizienten der Flache 
das Wertsystem 0:0: --: : 0; diesen Fall haben wir aber ausgeschlossen, 
da er keine geometrische Bedeutung besitzt. 

In der Gleichungstheorie bezeichnet man die Ordnung der héchsten 
nicht verschwindenden Unterdeterminante als Rang der zugehérigen 
Determinante. In den vier fiir uns in Betracht kommenden Fallen hat 
also die Determinante der zugehérigen Flache der Reihe nach den Rang 
4, 3, 2, 4. Mit Hilfe der Determinantentheorie kann man beweisen, daf 
durch projektive Transformationen der Rang einer gegebenen Fldche nicht - 
gedndert werden kann. Diesen Satz kénnen wir geometrisch unmittel- 
bar einsehen, da sich die den Rang charakterisierenden Ausartungen der 
Polarverwandtschaften nicht durch projektive Transformationen in- 
einander iiberfiihren lassen. Der Rang der Determinante ist somit eine 
charakteristische Zahl des betreffenden Gebildes, die den projektiven 
Transformationen gegeniiber invariant ist. 

Die ausgezeichneten Elemente, deren Polarebene unbestimmt wird, 
liegen auf der betrachteten Flache selbst. Denn die Gleichung der Flache 
k6énnen wir in der Form. schreiben: 


A 4am + Xe > 41% + % >481%1 + My >a = 05 
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da nun fiir die ausgezeichneten Punkte die vier Summen verschwin- 
den, ist die Gleichung der Flache fiir diese Punkte ebenfalls erfiillt. Ein 
Punkt, der nicht auf der Flache legt, besitzt somit stets eine bestimmte 
Polarebene. 

B. Beziehung der Flachen zweiter Ordnung auf ein Polartetra- 
eder. Um die Gestalt der verschiedenen Flachenarten mit den Deter- 
minantenrangen 4, 3, 2 und 4 zu bestimmen, beziehen wir die Gleichung 
der Flache zundchst auf ein Koordinatentetraeder, dessen einer Eck- 
punkt P, nicht auf der Flache liegt und dessen gegeniiberliegende Koor- 
dinatenebene E£, die (nach dem obigen Satz stets existierende) Polarebene 
von P, ist (Abb. 36). Wir behaupten, daB fiir ein der- 
artiges Koordinatensystem in der Gleichung der Flache 
die Koeffizienten : 


Ayn = 423, Ax = 431, Ay g = Ay 


verschwinden, so dafi die Koordinate x, nur noch in 
dem rein quadratischen Gliede a,,x; auftritt. In der NG: 
Tat soll in dem betrachteten Koordinatensystem der 

Punkt P, mit den Koordinaten 1:0:0:0 die Polarebene x, = 0 besitzen. 
Die Polarebene von P, hat aber in den laufenden Koordinaten x, die 


Gestalt: 
> Mike Vi = Ay % + Aya %q + Ay3%3 + Ayy%, = 0, 


wie sich durch Einsetzen der Koordinaten von P, in die Polarenglei- 
chung ergibt. Da aber diese Gleichung die Gestalt x,=0 besitzt, 
miissen die Koeffizienten a@., a 3, @4 verschwinden, was zu bewei- 
sen war. 

Wenn die Flaiche in dem betrachteten Koordinatensystem die 
Gleichung: 


Ay; = 0 (44, + 0) 


besitzt und somit .mit der doppelt zahlenden Koordinatenebene E, 
zusammenfallt, formen wir die Gleichung nicht weiter um. Wenn da- 
gegen in der Gleichung der Flache noch andere Glieder auftreten, 
sie also die Form: a,,%; + F (xp, *3, %4) = 0 besitzt, gibt es auf der Ebene E, 
sicher einen Punkt P,, welcher der Flache nicht an- 
gehort, da die Gleichung fiir x, = 0 nicht allgemein er- 
fiillt ist. Wir fithren nun ein neues Koordinatentetraeder 
ein, das P, und P, zu Eckpunkten und die zugeho6rigen 
. Polarebenen FE, und £, als gegeniiberliegende Ebenen 
%,=0 und x, = 0 besitzt (Abb.37). Dies ist méglich, ; 
da nach dem Satz S. 57 die Polarebene E, den Punkt P, Abb. pe 

und die Polarebene £, den Punkt P, enthalt. Durch 

dieselbe Uberlegung wie oben folgt, da8 in dem so bestimmten Koordi- 
natensystem die Gleichung der Flache die Koordinate x, ebenfalls nur 
in dem rein quadratischen Gliede a,.x; enthalten kann. 
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Wenn im besonderen die Gleichung die Gestalt annimmt: 
Ay, Xj + Ag%3 = 0, (44, + 0, G9 + 0) 


besteht die Flache aus zwei Ebenen, die sich in der Koordinatenkante 
x, = 0, %, = 0, also der Schnittgeraden der beiden Ebenen £, und £,, 
durchschneiden. In diesem Fall formen wir die Gleichung nicht weiter 
um. Wenn dagegen in der Gleichung noch andere Glieder auftreten: 
Ay, %; + Ag9%5 +F (x3, x4) = 0, gibt es auf der Koordinatenkante x, = 0, 
%3 = 0 sicher einen Punkt P,, welcher der Flache nicht angehért. Wir 
fihren nun ein neues Koordinatentetraeder ein, das 
P,, P, und P, zu Eckpunkten und die zugehdérigen 
Polarebenen F,, E, und £, als gegeniberliegende 
Ebenen x, = 0 bzw. %, = 0, %, = 0 besitzt (Abb. 38). 
Aus diesen Annahmen folgt, daB auch der vierte Eck- 
punkt P, des Koordinatentetraeders der Pol der gegen- 
iberliegenden Ebene £, seinmuB. Fiir das so bestimmte 
Koordinatensystem treten in der Gleichung der Flache 
die Koordinaten x, und x, ebenfalls nur noch rein qua- 
dratisch auf. Es ergibt sich also entweder die Gleichung: 


Ps 


2 2 Ts Als ay B 
q Ay XP Agg XP Ag3%3 = O (410, Gy9+0, agg + 0) 
oder: 


2 2 2 2 é ce i 
By X11 @yg.%9 + Agg.%3 4 AgyXq = O. (44,0, dgy+0, yg +-0, Gqq + O) 


Im ersten Fall erhalten wir einen Kegel mit der Spitze in dem Punkte 
0:0:0:1. Denn die Flache hat mit der Ebene x, = 0 die Punkte: 


9 2 2 
X%y= 0, Ay X] + AqQ.%3 + 433 %3 = O 


gemeinsam. Wir greifen einen dieser Punkte %,:%,:%3:0 heraus, dessen 
Koordinaten somit die Gleichung: 


32 32 32 
Ay X] TP Agg %y + Ag Xz = O 


erfiillen. Ein Punkt, der auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 
0:0:0:1 und %,:%_:%3:0 liegt, hat die Koordinaten 1%1:1%:1%:1- 
Alle diese Koordinatenwerte erfiillen aber die Gleichung der betrach- 
teten Flache, die somit in der Tat einen Kegel darstellt. Die zweite 
der erhaltenen Gleichungen bestimmt eine nicht ausgeartete Flache 
zweiter Ordnung, da die zugehdrige Determinante nicht verschwindet, 
sondern den Wert 4,1 42433444 - 0 besitzt. 

Die Determinanten der betrachteten vier Arten von Flachen 
besitzen der Reihe nach den Rang 1, 2, 3 und 4: 


aii 0 0 OF [a 0 05 Oh. aiaed, Of ORM ON a alaas 0-2 Oat 

6-001 41.0525, ORO Sas cae era Guass . Olea 
0°10) .0. 0|" |\05'0110 90) wtheOe abecetOisnnl 10: . Ola ame 
0°00 0}/ 0-0) Otel wometa® Gore 6-0: oma 
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Da der Rang der Determinante durch projektive Transformationen nicht 
geandert wird und andererseits die Gleichung einer jeden Flache 
zweiter Ordnung in eine der obigen Formen iiberfiihrt werden kann, er- 
halten wir den wichtigen Satz: Durch Einfiihrung eines geeigneten K oordi- 
natentetraeders kinnen wir die Gleichung einer beliebigen Fliche zweiter 


Ordnung: 
> 4: Pea — 0) 


je nach dem Rang der zugehorigen Determinante auf eine und nur eine 
der vier folgenden ,,kanonischen Formen‘ transformieren: 


Rang der Determinante | Kanonische Gleichungsform der Flache | 


Ay *] + gg % + Agg%3 + CqgXi = 0 
Ay HF 1 Agg'#3 + Agg%3 ='() 
Ay Xi + Ag9 ¥3 =0 
(PEEL —— 0) 


Aun =O 


Be ww 


Die zugehdrigen Flachen sind der Reihe nach eine nicht ausgeartete Fliche 
zweiter Ordnung, ein Kegel zweiter Ordnung, ein Ebenenpaar und eine 
doppelt zihlende Ebene. Durch diese Fliichen wird jedem Punkt des 
Raumes .eine bestimmte Polarebene zugeordnet mit alleiniger Ausnahme 
der Shitze des Kegels, den Punkten auf der Schnitigeraden des Ebenen- 
paares und schlieBlich den Punkten der doppelt zihlenden Ebene selbst; 
fiir diese singuldren Punkte wird die zugehorige Polarebene unbestimmt. 
Ein Koordinatentetraeder, in bezug auf das die Gleichung einer Flache 
zweiter Ordnung die kanonische Gestalt annimmt, wird nach seiner 
Konstruktion als ein zu dieser Flache gehériges Polartetraeder be- 
zeichnet. 

Wir kénnen nun weiter durch die (im allgemeinen imaginire) Kolli- 
neation : 


— ms — wits 
Vai1%41 =%1, Vag%o = Xo, Vien te = %3, Aggy Xq = %q, 


welche auf Einfiihrung eines neuen Einheitspunktes herauskommt, die 
vier kanonischen Formen in reine Quadratsummen itberfihren: 


Soh soe 
Xj + % + %3 + % = 0, 


Mi + 3 + 23 = 0, 
Hi + 3 =0, 
x} = 0q 


Zwei beliebige Flachen zweiter Ordnung, deren Determinanten den gleichen 
Rang besitzen, kinnen sonut stets durch projektive (im allgemeinen imagi- 
nirve) Kollineationen ineinander tiberfiihrt werden; wenn die Determinanten 
dagegen verschiedenen Rang besitzen, ist dies unmédglich. Den projektiven 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. > 
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imagindven Tyvansformationen gegeniiber gibt es also nur vier wesentlich 
verschiedene Arten von Flachen zwetter Ordnung. 

C. Weitere Einteilung der Flachen zweiter Ordnung nach den 
Realitatseigenschaften. Die betrachtete Einteilung wollen wir verfei- 
nern. Hierbei beschranken wir uns aber auf die reellen Flichen "a, Mee ah 
= 0, bei denen also alle Koeffizienten a,, reell sind. Aus den obigen 
Betrachtungen folgt, daB wir diese Flachen stets durch veelle Transfor- 
mationen in die auf S. 65 angegebenen kanonischen Formen tiberfiihren 
kénnen. Dagegen ist es im allgemeinen unmdglich, sie durch reelle 
Transformationen weiter in die Gestalt reiner Quadratsummen zu iiber- 
fiihren; wir kénnen sie aber durch derartige Transformationen ohne 
Schwierigkeiten in Gleichungen der folgenden Gestalt transformieren?) : 


taj tet et a=0, 


sb af + 98 5 =0, 
tb xi #3 ='05 
+ 0) 


Durch geeignete Einfithrung neuer Variabeln : x, = xj, die ein- 
fach auf eine Vertauschung der Indizes herauskommt, und nétigenfalls 
durch Multiplikation mit —1, konnen wir diese Gleichungen auf die fol- 
genden 8 Falle zuriickfiithren: 


2 2 2 2 2 2 2 2 me 2 
Reet ety =0, +s +430, 4+eH=—0, 27=—0- 
Kel 43 4 —— Xi =O 


Wir werden auf S. 69 geometrisch beweisen, daB die zugehérigen Flachen 
nicht durch reelle Kollineationen ineinander tibergefiihrt werden kénnen. Die 
Gleichung einer gegebenen reellen Flache zweiter Ordnung 148t sich also 
durch reelle homogene lineare Substitutionen in eine, aber auch nur eine 
der obigen 8 Gleichungen transformieren. Den absoluten Wert der Diffe- 
renz zwischen den Anzahlen der positiven und negativen Quadrate be- 
zeichnet man als den Tvédgheitsindex der betreffenden Flache. Er ist 
beispielsweise in den Fallen: 


ai + x3 + 03+ 54 = 0, 

aj + 43+ 93 — 44 = 0, 

xi + 43 — 5 — 4 = 0 
der Reihe nach gleich 4, 2 und 0. Da die Flachen mit verschiedenem 
Tragheitsindex sich nicht durch reelle Kollineationen ineinander trans- 
formieren lassen, ist diese Zahl gegeniiber den reellen Kollineationen 


invariant, genau wie der Rang der Determinante bei den allgemeinen 
(evtl. imaginaren) Kollineationen unverdndert blieb. 


1) Dabei sind alle médglichen Vorzeichenkombinationen zulassig. 
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Dieses Verhalten der Flachen zweiter Ordnung findet analytisch 
seinen Ausdruck in dem Trégheitsgesetz der quadratischen Formen}). 
Dieses Gesetz sagt aus, daB zwei rein quadratische Formen von je n Vari- 
abeln: 


~ Ta) 2 2 2 9 9 
Po =a age Po aH ere. 


nuy dann durch eine reelle homogene lineare Substitution x; = De Cin Kr 
mit von 0 verschiedener Determinante ineinander tiberfiihrbar sind, wenn 
die Anzahlen der positiven Glieder und somit auch die Anzahlen der 
negativen Glieder in beiden Formen tibereinstimmen. Somit laBt sich 
eine gegebene reelle quadratische Form > 1%,,%, von 4 Variabeln 
durch reelle homogene lineare Substitutionen stets in eine und nur eine 
der folgenden 14 Formen transformieren: 


Rang =4 Rang = 3 Rang=2 Rang=—1 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
Hy + X94 3 + XG Hy + Xe + X3 Xi + 3 al 
: : 2 ; : = : : : 
xi + 43 +g — 4 at + 33 — 353 1% 4%. 
xt + 3 — 4 — Xi —%R3— Re 

2 2 2 2 2 2 2 
Xt — %5 — 43 — XY — XT — X35 — X53 


Gs = ay 


Eine nicht ausgeartete quadratische Form, die sich in eine Quadrat- 
summe mit lauter positiven bzw. negativen Vorzeichen iiberfithren ]aBt, 
ist positiv bzw. negativ definit, d. h. sie kann nur positive bzw. negative 
Werte annehmen, wenn die Variabeln reell und nicht saémtlich gleich 
Null sind. Die tibrigen Formen sind indefimt. Wenn wir von den 
quadratischen Formen wieder zu den quadratischen Gleichungen iiber- 
gehen, fallen bestimmte der bisher betrachteten Falle zusammen, wie z. B. : 


MG Lx + a2 + x? = 0 und — 4 — x3 — x — x = 0, 


so daB von den obigen 14 Fallen nur die 8 vorhin betrachteten ubrig 
bleiben. 

In der folgenden Tabelle haben wir die Flachen angegeben, welche 
den verschiedenen Gleichungsformen entsprechen. In der Tabelle ist ferner 
die weitere Unterteilung angegeben, welche vom Standpunkt der affinen 
Geometrie aus vorzunehmen ist; wir haben hierzu das Verhalten der 
verschiedenen Flachen gegenitiber der unendlich fernen Ebene zu beriick- 
sichtigen. Der Leser mége die hierher gehérigen Uberlegungen fiir sich 
selbst durchfiihren. Die Namen der verschiedenen Flachenarten werden 
wir gleich erkliaren. 


/ 
1) Der Beweis des Tragheitsgesetzes findet sich in zahlreichen Lehrbiichern; 


vgl. etwa Kowalewski: Einfiihrung in die Determinantentheorie, 2. Aufl., Leipzig 
1925. Wir ziehen es vor, den Beweis fiir die uns hier allein interessierenden 
Gleichungen geometrisch zu fithren (vgl. S. 69 und 80). - 


(sos 
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Eintetlung der reellen Flachen zweiter Ordnung?). 


I. Rang dey Determinante gleich 4: Eigentliche Flichen zweiter Ordnung. 
nie Fes one ce 7) SO a (a Nuliteilige Flichen. 
2a ee a Oe Ovale Fléchen. 
a) Ellipsoide. 
b) Elliptische Paraboloide. 
c) Zweischalige Hyperboloide. 
3. a = ok — ys es 0. Ringartige Fléchen. 
a) Einschalige Hyperboloide. 
b) Hyperbolische Paraboloide. 


IT. Rang dey Determinante gleich 3: Kegelflichen zweiter Ovdnung. 
4. 42 2 7 = 0: Nullteilige Kegel. 
a) Nullteiliger Kegel. 
b) Nullteiliger Zylinder. 
Pye Lge es FO) Gewéhnliche Kegel. 
a) Kegel. 
b) Elliptischer Zylinder. 
c) Parabolischer Zylinder. 
d) Hyperbolischer Zylinder. 
III. Rang dey Determinante gleich 2; Ebenenpaare. 
dy ee 5 — 0: Konjugiert imagindre Ebenenpaare. 
a) Sich schneidende imaginare Ebenen. 3 
b) Parallele imaginare Ebenen. 
Bt ve 10s Reelle Ebenenpaare. 
a) Sich schneidende Ebenen. 
b) Parallele Ebenen. 
c) Eine Ebene endlich, die andere unendlich fern, also fiir den affinen 
Standpunkt nicht vorhanden. 
IV. Rang der Determinante gleich 1: Doppelt zahlende Ebenen. 
1. #2 =0. : 
a) Doppelt zahlende endliche Ebene. 
b) Doppelt zahlende unendlich ferne Ebene, in der affinen Geometrie 
nicht vorhanden. 


In dieser Tabelle, die fiir die spateren Uberlegungen grundlegend ist, 
haben wir die nichtausgearteten Flachen als nullteilig, oval und ring- 
artig unterschieden. Der Name nullteilig bezieht sich darauf, da diese 
Flachen keine reellen Flachenstiicke enthalten; die allgemeinen null- 
teiligen Flachen besitzen tiberhaupt keine reellen Punkte, bei den 
nullteiligen Kegeln ist nur die Spitze reell, die bei der angegebenen 


1) Diese Eintetlung umfaBt drei Rubriken: 
Romische Ziffern: Einteilung gegeniiber den imagindren Kollineationen; in- 
variante Eigenschaft der Flache: Rang der zugehdévigen Determinante. 
Arabische Ziffern: Weitere Einteilung gegeniiber den veellen Kollineationen; 
invariante Eigenschaft der Flache: Trdgheitsindex. 

Lateinische Buchstaben: Weitere Einteilung gegeniiber den affinen Trans- 
formationen; invariante Eigenschaft der Flache: Ari des Schnittgebildes 
mit der unendlich fernen Ebene. 
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Gleichungsform die Koordinaten 0:0 :0:1 besitzt'), Die Bedeutung 
des Namens ovale Fldachen tritt ohne weiteres hervor, wenn wir etwa an 
das hierher gehérige Ellipsoid denken. Die Bezeichnung vingartige 
Fldchen soll schlieBlich darauf hinweisen, dal} diese Flachen den Zu- 
sammenhang eines Ringes besitzen, wie wir an dem einschaligen Hyper- 
boloid erklaren wollen. Wenn wir diese Flache langs der unendlich 
fernen Ebene aufschneiden, die beiden hierdurch entstandenen Rander 
in das Endliche ziehen und sie nach geeigneter Verzerrung der Flache in 


Abb. 39. 


derselben Weise, in der sie vorher zusammenhingen, wieder aneinander- 
heften, erhalten wir namlich in der Tat einen Ring (Abb. 39). 

Wir haben nun noch den wichtigen Beweis nachzuholen, dapB die in 
der Tabelle angegebenen kanontschen Gleichungen nicht durch reelle lineare 
Substitutionen ineinander transfornuert werden kinnen. Diese Behauptung 
ist geometrisch unmittelbar evident. Eine nicht ausgeartete nullteilige 
Flache besitzt namlich tberhaupt keine reellen Punkte und kann somit 
auch nicht durch reelle Kollineationen in die ovalen oder ringférmigen 
Flachen tiberfiihrt werden. Ferner gilt die Behauptung auch fiir die 
beiden letzten Flachen, da auf den ringartigen Flachen reelle Ge- 
rade verlaufen (vgl.§ 5), auf den ovalen dagegen nicht. Entsprechend 
gehen wir bei den Kegeln und Ebenenpaaren vor, indem wir beriick- 
sichtigen, dab der nullteilige Kegel nur einen einzigen reellen Punkt 
und das konjugiert imaginare Ebenenpaar nur eine einzige reelle Ge- 
rade enthalt. 

D. Die entsprechende Einteilung der Kurven und Punktsysteme 
zweiter Ordnung. In genau derselben Weise wie im Raum kénnen 
wir die Gebilde zweiter Ordnung auch in der Ebene und auf der geraden 
Linie einteilen. Wir erhalten dadurch die beiden folgenden Tabellen: 


1) Den Namen imagindre Flachen kénnen wir nicht verwenden, da wir 
hierunter nach S. 53 eine Flache verstehen, deren Gleichung nicht in reeller 
Form geschrieben werden kann. 
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Einteilung der reellen Kurven zweiter Ordnung. 


I. Rang dev Determinante gleich 3: Eigentliche Kurven zweiter Ordnung. 


4. a7 +4; + 43 = 0. Nulliteilige Kegelschnitte. 
Qa ee eee Or Ovale Kegelschnitte. 

a) Ellipsen. 

b) Parabeln. 


c 
II. Rang 


Hyperbeln. 


dey Determinante gleich 2: Geradenpaare. 


) 
Aneces - e710: Konjugiert imagindre Geradenpaare. 
a) Sich schneidende imaginare Geraden. 
b) Parallele imaginare Geraden. 
BIg ot (0h, Reelle Gevadenpaare. 
) Sich schneidende Geraden. 
) Parallele Geraden. 
) Eine Gerade endlich, die andere unendlich fern, also fiir den affinen 
Standpunkt nicht vorhanden. 
III. Rang dey Determinante gleich 1: Doppelt zéhlende Geraden. 
ls ea FO} 
a) Doppelt zahlende endliche Gerade. 
b) Doppelt zahlende unendlich ferne Gerade, in der affinen Geometric 
nicht vorhanden. 


Cc 


Einteilung der reellen Punktsysteme zweiter Ordnung. 
I. Rang der Determinante gleich 2: Punktepaare. 
Ae. et ve 10% Konjugiert imagindre Punktepaare. 
2. #2 — #3 = 0: Reelle Punktepaare. 
a) Zwei endliche Punkte. 
b) Ein Punkt endlich, der andere unendlich fern, also fiir den affinen 
Standpunkt nicht vorhanden. 
II. Rang dey Deteyminante gleich 1: Doppelt zahlende Punkte. 
A a 0: 
a) Doppelt zahlender endlicher Punkt. 
b) Doppelt zahlender unendlich ferner Punkt, in der affinen Geometrie 
nicht vorhanden. 


E. Historisches zur Einteilung der Gebilde zweiter Ordnung. 
Die Theorie der Gebilde zweiter Ordnung hat sich folgendermaBen 
entwickelt. Fir den Fall der Ebene sind die Gleichungen zweiten Gra- 
des bereits von den Begriindern der Koordinatenmethode diskutiert 
worden. Die entsprechenden Untersuchungen im Raum sind (unter 
Bezugnahme auf rechtwinklige Parallelkoordinaten) 1748 von Euler 
in seiner Introductio in analysin infinitorum durchgefihrt worden. Die 
Bedeutung der Determinantentheorie fiir die Einteilung der Gebilde 
zweiten Grades haben zuerst Cauchy (1829), Jacobi (1833) und Hesse 
(1833) erkannt; die Einteilung der Flachen nach ihrem Range finden 
sich auch schon 1832 bei Pliicker. 1842 transformiert Pliicker eine 
Flache zweiten Grades auf ein Polartetraeder; der Begriff des Polar- 
tetraeders selbst tritt schon in Poncelets Traité auf. 1846 teilt Phicker 
die Flachen zweiten Grades nach dem spiater so genannten Tragheits- 
gesetz ein, das Sylvester 1852 in allgemeiner Form aufstellt. 
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§ 4. Die Einteilung der Gebilde zweiter Klasse ; Beziehungen 
zur Einteilung der Gebilde zweiter Ordnung. 

A. Die Einteilung der Flachen zweiter Klasse. In genau derselben 
Weise wie die Flachen zweiter Ordnung wollen wir jetzt dual die Fla- 
chen zweiter Klasse: 

ois uy, = 0 


einteilen. Bei der Polarverwandtschaft haben wir nach dem Rang der 
zugehérigen Determinante vier verschiedene Falle zu unterscheiden: 
Wenn der Rang der Determinante gleich 4 ist, gibt es itberhaupt keine 
Ebene, deren Pol unbestimmt wird; wenn der Rang gleich 3 ist, gibt es 
eine einzige derartige Ebene, wenn der Rang gleich 2 ist, ein ganzes Ebenen- 
biischel, und wenn schlieBlich der Rang gleich 1 ist, ein ganzes Ebenenbiin- 
del. Diese ausgezeichneten Ebenen gehoren dabei der Klassenflache selbst 
an. Durch Beziehung auf ein Polartetraeder kénnen wir die Gleichungen 
der vier Flachenarten der Reihe nach auf die folgenden Formen bringen: 
Oy Ui + Oo A+ Oo,U3 + Oy, Ui = 0, 
O11 Ut + On9 US + Wg, U5 = 
O11 Ut + Xy9 M3 = 


Oa Uy == 

Die erste dieser Gleichungen stellt eine mnichtausgeartete Fliiche 
zweiter Klasse dar, weil die zugehérige Determinante A = 01, 055,033,044 
nicht verschwindet. Die zweite Gleichung ergibt die Gesamtheit der 
Ebenen, welche einen in der Ebene uy:ugi%3:Uy—=0:0:0:1 liegenden 
Kegelschnitt umiuillen. Der Beweis lauft dual zu dem entsprechenden 
Beweis S. 64, in welchem wir zeigten, daB die Gleichung: a,,47 + ay.x3 
-+ ag3%3 = 0 einen Kegel darstellt. Die Ebenen, welche die betrach- 
tete Klassenflache gemeinsam mit dem Ebenenbiindel «, = 0 besitzt 
(das sind in Abb. 40 die Ebenen durch P,), sind durch die Gleichungen: 

Uy =O Oy, U2 + Kg U3 + Oy 543 = 0 zB 
bestimmt. Wir greifen eine dieser Ebenen 7; : 2: 3:0 
heraus, deren Koordinaten somit die Gleichung: 
O41 Wy + Oye Mz + O yy M3 = O \\ 

erfiillen (etwa die Ebene, die in Abb. 40 in das p 
Tetraeder eingezeichnet ist). Eine Ebene, die durch 4, 
die Schnittgerade der beiden Ebenen ,: 1%: 43:0 und Li 2 
0:0:0:1 geht (diese zweite Ebene ist in Abb. 40 mit tart 
P, P,P, bezeichnet), hat nun die Koordinaten 1i%,:AUg:AU3:1. Alle diese 
Koordinatenwerte erfiillen die Gleichung der betrachteten Klassen- 
flache, die somit aus allen Ebenen besteht, welche durch bestimmte in 
der Ebene 0:0:0:1 liegende Gerade laufen. Diese Geraden umhiillen 
einen nicht ausgearteten Kegelschnitt, womit unsere Behauptung be- 
wiesen ist. Man pflegt dieses Gebilde einfach als Kegelschnitt zu be- 


“] 
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a 


zeichnen,.den man dabei als Gesamtheit aller Ebenen auffaBt, die 
durch je eine seiner Tangenten hindurchgehen. 
Die dritte der erhaltenen Gleichungen: «uj + ay.u3 = 0 stellt 


a 
zwei Ebenenbiindel dar: ise +|/— 7s Man bezeichnet dieses Ge- 


Us u 
bilde als Punktepaar, wobei man jeden der beiden Punkte als die Ge- 


samtheit aller Ebenen auffaBt, die durch ihn hindurchlaufen. Die 
vierte Gleichung: &,, uj =0 ergibt endlich ein doppelt zahlendes Ebenen- 
biindel oder, in anderer Ausdrucksweise, einen doppelt zahlenden Punkt. 

Die ausgezeichneten Ebenen, deren Pol unbestimmt ist, bestehen 
bei dem Kegelschnitt aus der Ebene des Kegelschnittes, bei dem Punkte- 
paar aus dem Ebenenbiischel, das durch die Verbindungsgerade der 
beiden Punkte bestimmt wird, und bei dem doppelt zahlenden Punkt 
aus dem Ebenenbiindel, das durch eben diesen Punkt hindurchgeht. 

Wir beschranken uns jetzt auf die reellen Klassenflachen und teilen 
diese weiter nach dem zugehoérigen Tragheitsindex ein. Wir erhalten 
dadurch die folgende Tabelle, in der zugleich noch die weitere Unter- 
teilung fiir die affine Geometrie angegeben ist. 


Einteilung der reellen Flachen zweiter Klasse. 
I. Rang dey Determinante gleich 4: Eigentliche Fldchen zweiter Klasse. 
1. wet uz + 4 + 4? = 0. Nutllteilige Klassenfltchen. 
2. te a ee ee OF Ovale Klassenflichen. 
a) Ellipsoide. 
) Elliptische Paraboloide. 
) Zweischalige Hyperboloide. 
et 142 1 — de, = 10: Ringartige Klassenflichen. 
) 
) 


(yee 


1os) 
= 


a) Einschalige Hyperboloide. 
b) Hyperbolische Paraboloide. 
II, Rang dey Determinante gleich 3: Kurven zweitey Klasse. 
1. ui + ue + ui = 0. Nullteilige Klassenkurven. 
a) Die zugehérige Ordnungskurve liegt in einer endlichen Ebene. 
b) Die zugehérige Ordnungskurve liegt in der unendlich fernen Ebene. 
We ne =" 10. Ovale Klassenkurven. 
a) Die zugehorige Ordnungskurve liegt in der unendlich fernen Ebene. 
Die zugehérige Ordnungskurve liegt in einer endlichen Ebene und ist 
b) eine Ellipse, 
c) eine Parabel, 
d) eine Hyperbel. 
III. Rang dey Determinante gleich 2: Punktepaare. 
1, 42 = ua = 0, Konjugiert imagindve Punktepaare. 
a) Beide Punkte endlich. 
b) Beide Punkte liegen in der unendlich fernen Ebene. 
2 ui — us = 0. Reelle Punktepaare. 
a) Beide Punkte endlich. 
b) Beide Punkte liegen in der unendlich fernen Ebene. 
c) Ein Punkt ist endlich, der andere unendlich fern. 
IV. Rang dey Determinante gleich 1: Doppelt zihlende Pumnkte. 
14. ui =o. 
a) Doppelt zahlender endlicher Punkt. 
b) Doppelt zahlender unendlich ferner Punkt. 


iS) 
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Diese Tabelle ist in genau der gieichen Weise wie die entsprechende 
Tabelle fiir die reellen Ordnungsflachen S. 68 aufgebaut. Wir haben 
auch hier drei Rubriken, die nacheinander die Einteilung gegentiber den 
imagindren Kollineationen, den reellen Kollineationen und schlieBlich den 
affinen Transformationen angeben. In beiden Tabellen ist an allen Stellen 
die Zahl der méglichen Fallunterscheidungen gleich grof. & 

B. Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Flachenarten 
zweiter Ordnung und Klasse. In der Tabelle ist die Behauptung ent- 
halten, da8 die nullteiligen, ovalen und ringartigen Flachen als Klassen- 
gebilde aufgefaBt denselben Tragheitsimdex wie die zugehérigen Ord- 
nungsgebilde besitzen. In der Tat enstpricht der Klassenflaiche: 

O64 U2 + Oye U5 + Ogg U3 + Oggi = 0 
nach S. 60 die Ordnungsflache: 
la, 0 0 O 4% | 


; i by “ ’ - | = Wg9% qq %a4Xi Tt O44 gg % qq X%q OX qy Ong W gg XS 
25 *s | Hb 0644 Son Oat? = 0. 
fe) 6) 0 Bay 24 | 11°22 “33 "4 
Bieta fee, (04 
Da wir augenblicklich die nichtausgearteten Flachen betrachten, also 
die Koeffizienten 01; , %:5,%33,%4, ungleich Null sind, konnen wir die obige 
Gleichung durch das Produkt dieser GréSen dividieren: 
i a “lee ve Le X4 Sho. 
Ba OLE ES LE 
Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar, da etwa der Klassenflache 
ui + u3 + u3 — wi = 0 eine ovale Ordnungsflache usw. entspricht, was 
za beweisen war. Wenn wir von der obigen Ordnungsgleichung wieder 
za der zugehérigen Klassengleichung tibergehen, erhalten wir: 


\Onn Xag ay (0) 0 () Ut; | 

| (0) X44 Xan & ) (0) U. : ; ' 
. pte nt 7 = O67 pe Wis Way { O44. +O on 
| 0 0 X11 % 29X44 0 Us 9 

+ O53 M3 + Oyu} = 0, 
| 0 (6) 0) X14) X%o9X%a3 Uy 

| Uy My Uz U4 0} 


also wieder die Klassengleichung, von der wir ausgegangen sind. Hier- 
mit haben wir zugleich den auf S. 61 angegebenen Satz bewiesen. 

Die ausgearteten Ordnungs- und Klassengebilde scheinen einander 
zunachst nicht nach derartig einfachen Gesetzen zugeordnet zu sein. 
Aus der oben aufgestellten Gleichung ergibt sich, da den Klassen- 
kurven (fiir die %,, = 0 ist) als Ordnungsgebilde eine doppelt zahlende 
Ebene xj = 0 entspricht; es ist dies gerade die Ebene, in welcher die 
zugehérige Kurve (als Gebilde ihrer Punkte betrachtet) enthalten ist.’ 
Fiir die Punktepaare und doppelt zihlenden Punkte ergibt sich jedoch 
auf die gleiche Weise die Identitat 0 = 0; das zugehérige Ordnungs- 
gebilde bleibt also in diesem Falle unbestimmt. 
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Wenn wir andererseits von den Ordnungsflachen ausgehen, entspricht 
den Kegeln der doppelt zihlende Punkt wj = 0, der die Spitze des Kegels 
darstellt. Wir wollen besonders darauf hinweisen, da das einem Kegel 
entsprechende Klassengebilde nicht etwa aus den Tangentialebenen des 
Kegels besteht, sondern aus den samtlichen Ebenen, welche durch die 
Spitze des Kegels laufen (vgl.S. 88). Die Ebenenpaare und doppelt zaihlen- 
den Ebenen ergeben als Klassengleichung wieder die Identitat 0 = 0. 

DieseVerhiltnisse lassen sich in der folgenden Weise zusammenfassen : 


Kurven zweiter Klasse 


Punktepaare 


Doppelt zahlende Punkte 


Identitat Identitat 


Bei den ausgearteten Flachen zweiter Ordnung und Klasse hért also 
die Eineindeutigkeit der Zuordnung auf: Das Klassengebilde, das 
einem bestimmten Ordnungsgebilde entspricht, fiihrt umgekehrt nicht 
wieder auf das zugehérige Ordnungsgebilde, sondern auf die Identitat. 
Diese Unvollkommenheit werden wir S. 85ff. und 92 durch Einfithrung 
eines neuen Gesichtspunktes beseitigen. 

C. Entsprechende Betrachtungen flr die Kurven zweiter Klasse. 
Die Klassifikation der Gebilde zweiter Klasse ]aBt sich in anderen 
Dimensionen nach genau denselben Gesichtspunkten ausfihren. Wir 
geben noch die Tabelle fiir die Kurven zweiter Klasse in der Ebene 
an. (Auf der geraden Linie fallt der Unterschied zwischen Ordnungs- 
und Klassengebilden fort.) 


Eintetlung der reellen Kurven zweiter Klasse. 


I. Rang dey Determinante gleich 3: Eigentliche Kurven zweiter Klasse. 


A ca? ae = 4k Nuliteilige Klassenkurven. 
De ue Or Ovale Klassenkurven. 
a) Ellipsen. 


b) Parabeln. 
c) Hyperbeln. 
II. Rang der Determinante gleich 2: Punktepaare. 
1 ut Ee =O Konjugiert imagindvre Punktepaare. 
a) Beide Punkte endlich. 
b) Beide Punkte liegen auf der unendlich fernen Geraden. 
— uz = 0. Reelle Punktepaare. 
a) Beide Punkte endlich. 
b) Beide Punkte liegen in der unendlich fernen Geraden. 
c) Ein Punkt endlich, der andere unendlich fern. 
‘III, Rang der Determinanten gleich 1: Doppelt zaéhlende Punkte. 
Wy We = (0) 
a) Doppelt zahlender endlicher Punkt. 
b) Doppelt zahlender unendlich ferner Punkt. 


Die geraden Linien auf den nicht ausgearteten Flachen zweiter Ordnung. VA; 


Die Zusammengehérigkeit der ebenen Ordnungs- und Klassenkurven 
zweiten Grades ist in der folgenden Tabelle enthalten. 


Eigentliche Kurven 2. Ordnung| <————> | Eigentliche Kurven 2. Klasse 


Geradenpaare act Punktepaare 
Doppelt zahlende Geraden ig Doppelt zahlende Punkte 
Identitat eR Identitat 
§ 5. Die geraden Linien auf den nicht ausgearteten Flachen 
zweiter Ordnung. 


Auf den Flachen zweiter Ordnung verlaufen reelle und imaginare 
gerade Linien, deren Theorie wir fiir die folgenden Untersuchungen ent- 
wickeln miissen. Wir beginnen mit den ringartigen Flachen, auf denen, 
wie auch schon aus der analytischen Geometrie bekannt sein wird, 
zwei Scharen von reellen Geraden verlaufen. Die Gleichung der ring- 
artigen Flachen lautet, auf ein geeignetes reelles Polartetraeder bezogen: 


xi + a3 — x — xT = 0. 


Diese Gleichung kénnen wir auch in der Form schreiben: 


(%1 + 3) (%, — %3) + (%2 + %4)(%_ — %4) = 0. 


Wir fiihren nun durch die Substitution: 


lect aes ha 
OV; =% + %3, OVe= Xe %q, Det? 1 0 a 4 
OV3 = % —%3, OVa= —%_ 1+ %q, ceil hone ae OS 


LO aiere= Osa 


ein neues reelles Koordinatentetraeder ein, in bezug auf das die Flachen- 
gleichung die einfache Gestalt: 


Mae) ay age 
annimmt. Ein derartiges Koordinatentetraeder wird als ein zu der 


Flache gehériges Tangentialtetraeder bezeichnet. Zunachst ergibt sich, 
daB vier seiner Kanten, namlich: 


V1 =0, y.=0, Ve = 0, Sv, =0 
P,P, pu P,P, 2 P,P. P,P, 


Vo i aaa V4 = 0 


yg =U, 
der Flache angehdren, weil die Gleichung der Flache fiir diese Werte 
erfiillt ist. (Diese Kanten sind in Abb. 41 dick gezeichnet.) Ferner 
sind die vier Eckpunkte Pole der Tetraederflachen. Die Gleichung der 
Polarebene des Punktes y besitzt naémlich jetzt in den laufenden Koor- 
dinaten &, (die sich auf das Tangentialtetraeder beziehen) die Gestalt: 


Ne €i— Va> bs +9263 — Yo Se =0, 


76 Die Gebilde zweiten Grades. 


und hieraus ergibt sich, daB etwa dem Eckpunkt ,:yg:y3ivg=1:0:0:0 
die Polarebene §, = 0 entspricht usw. Da die Eckpunkte des Tetraeders 
auf der Flache selbst liegen, sind somit seine Ebenen Tangentialebenen 
der betrachteten Flache, und zwar bertihrt die Ebene P,P;P, in Ps, 
P,P3P,in P,, P,P,P, in P, und P,P,P; in P,. Hieraus folgt weiter, 
da die beiden Kanten P,P; und P,P, konjugierte Polaren in bezug 
auf die Flache sind (Abb. 41). 
Die Gleichung der Flache wird durch den Ansatz: 


Y= Aya, AVs = Vo 
erfiillt, welches auch der Wert von 4 sein mag. Fiir festes 4 stellt die erste 


Gleichung eine Ebene dar, die durch die Schnittgerade der beiden Ebenen 
y, =O und y, = 0, also die Kante P,P, lauft. Genau so ergibt die 


P, 


A, 


wd 


Abb. 41. Abb. 42. Abb. 43. 


zweite Gleichung eine Ebene, die durch die Kante P,P, hindurchgeht. 
Diese beiden Ebenen schneiden sich in einer Geraden, die sowohl die 
Kante P,P3;, wie auch die Kante P,P, trifft. Wenn wir 4 alle 
reellen Werte von —oo bis +co annehmen lassen, erhalten wir somit 
eine ganze Schar von reellen Geraden!), von denen jede der Flache an- 
gehort und durch die beiden Kanten P,P; und P,P, hindurchgeht 
(Abb. 42). Wenn wir 4 einen komplexen Wert geben, erhalten wir eine 
imaginére Gerade mit denselben Eigenschaften. 

Genau so wird die Gleichung unserer Flache auch durch den Ansatz: 


Sales RE yA Vr 
erfullt. Dieses Gleichungssystem gibt uns eine zweite Schar von geraden 
Linien, von denen jede auf der Flache verlauft und durch die beiden 
Kanten P,P, und P,P, hindurchgeht (Abb. 43). Von den vier Kanten 
des Tetraeders, welche auf der Flache liegen, gehéren dabei zwei, ném- 
lich P,P, und P,P,, der ersten Schar von Geraden, und zwei, 
namlich P,P, und P,P,, der zweiten Schar an. Mit diesen beiden 
Scharen von geraden Linien sind alle Geraden erschépft, die auf einer 
ringartigen Flache verlaufen ; denn man kann leicht zeigen, da die Flache 
in ein Ebenenpaar ausarten mu, wenn wir auf ihr noch weitere Gerade 


1) Die geraden Linien, die auf einer Flache zweiter Ordnung verlaufen, 
werden auch als die Evzeugenden dieser Flache bezeichnet. 


Die geraden Linien auf den nicht ausgearteten Flachen zweiter Ordnung. We. 


annehmen. Die beiden Scharen besitzen die Eigenschaft, daB je zwei 
gerade Linien derselben Schar sich nicht treffen, wahrend umgekehrt 
jede Gerade der ersten Schar jede Gerade der zweiten Schar schneidet. 
Durch jeden Punkt der Flache geht je eine Gerade einer jeden Schar; 
fir einen reellen Punkt sind die beiden Geraden reell, fiir einen imagi- 
naren Punkt imaginér; es handelt sich jedesmal um das Geraden- 
paar, das durch die Tangentialebene des betreffenden Flachenpunktes 
ausgeschnitten wird. Der Beweis dieser Behauptungen ist aus den 
Elementen der analytischen Geometrie des Raumes bekannt. Alle 
diese Verhaltnisse treten an der Abb. 44 (ein- 
schaliges Hyperboloid) und Abb. 45 (hyper- 
bolisches Paraboloid) deutlich hervor. 


Auf den ovalen und niuliteiligen Flachen verlaufen ebenfalls 
zwei Scharen von Geraden, welche dieselben Eigenschaften wie die 
Geradenscharen der ringartigen Flachen besitzen; es folgt dies un- 
mittelbar daraus, da sich die ovalen und nullteiligen Flachen durch ima- 
ginare Kollineationen in die ringartigen Flachen tiberfiihren lassen. Aller- 
dings sind diese Geraden nicht mehr reell, sondern samtlich imaginar. 
Zur naheren Betrachtung beziehen wir die ovalen und nullteiligen Flachen 
_ auf ein geeignetes reelles Polartetraeder: 

Mi +X + 15 — x4 = 0 . ay + 3 + 45 + 4 = 0 
und schreiben diese Gleichungen in der Form: 
(x + 1%) (%, — 2%) (1 + 1%3)(% — 1%) 


+ (%_ + %4)(%_ — %4) = 0 + (%_ + 1%4) (%_ — 71%,) = 0. 
Sodann fithren wir durch die Substitutionen: 
OV, = %+ 1x, . OV,= + 1%, 
Oy, = aa dk Deen; Oye = ta 1% Py 
Cae ae Xs ON3 = Ay tg 
OV" =—%_ + % OV4=—%y + 1%y 


ein neues, zum Teil imaginares Koordinatentetraeder ein, in bezug auf 
das beide Flachenarten die Gleichung: 


V1V3 — VoV4 = 0 
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annehmen. Aus dieser Gleichungsform kénnen wir genau wie vorher 
ableiten, da auf den zugehérigen Flachen zwei Geradenscharen mit 
den bekannten Eigenschaften verlaufen. Insbesondere wollen wir hervor- 
heben, daB auf den ovalen Flachen durch jeden reellen Punkt zwei 
konjugiert imaginaére gerade Linien gehen, welche aus der Flache 
durch die zugehérige Tangentialebene ausgeschnitten werden. 

Um diese Verhaltnisse anschaulich erfassen zu kénnen, wollen wir 
uns eine bestimmtere Vorstellung von den Tangentialtetraedern bilden, 
auf welche wir die ovalen und nullteiligen Flachen durch die obigen 
Substitutionen bezogen haben. Bei den ovalen Flachen besteht das 
Tangentialtetraeder aus zwei reellen Ebenen y, = 0 und y, = 0 und 
zwei konjugiert imaginaren Ebenen y, = 0 und y; = 0. Infolgedessen 
sind auch die beiden Kanten P, P, und P,P, reell, in denen sich die beiden 
Ebenenpaare schneiden ; 
diese Kanten sind nach 
S. 76 konjugierte Pola- 
ren in bezug auf die 
Flache. Ferner sind auch 
die beiden Eckpunkte 
P,und P,reell, in denen 
die reelle Kante P,P, 
die beiden reellen Ebenen 
durchst6Bt; diese beiden 
Punkte legen auf der 
Flache selbst und sind 
die Beriihrungspunkte 
der beiden reellen Ebe- 

ears nen. Aus diesen Uber- 
Abb. 46. legungen folgt eine ein- 
fache Konstruktion des 
gesuchten Tetraeders. Wir wahlen auf der ovalen Flache zwei beliebige reelle 
PunkteP, und P, und bestimmen die zugehorigen reellen Tangentialebenen 
y, = 0 und y, = 0 (Abb. 46). Diese schneiden sich in der zweiten reellen 
Kante des Tetraeders P,P;. Um nun auch die imaginaren Elemente des 
Tetraeders zu erhalten, nehmen wir das windschiefe Vierseit der beiden 
konjugiert imaginaren Geradenpaare hinzu, welche auf der Flache von den 
beiden reellen Punkten P, und P, auslaufen ; es sind dies die Geradenpaare, 
die durch die Tangentialebenen y, = 0 und y, = 0 aus der Flache aus- 
geschnitten werden. Je zwei dieser Geraden schneiden sich in den 
imaginaéren Punkten P, und P,, welche auf der zweiten reellen Kante 
des Tetraeders liegen. Damit ist das gesuchte Tetraeder véllig be- 
stimmt. 

Bei den nullteiligen Flachen sind alle Ebenen des Tangential- 

tetraeders imaginar. Die beiden Kanten P,P, und P,P3, in denen sich 
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die beiden konjugiert imaginaéren Ebenenpaare schneiden, sind reell; 
diese Geraden sind konjugierte Polaren in bezug auf die Flache. Die 
vier iibrigen Kanten des Tetraeders und die simtlichen Eckpunkte sind 
dagegen wieder imaginar, da sie auf der nullteiligen Flache selbst liegen. 

Wir wollen nun feststellen, welche Arten von Geraden auf den drei 
verschiedenen Flachen zweiten Grades vorhanden sind. Bei den ring- 
artigen Flachen gehen durch jeden reellen Punkt zwei reelle Geraden. 
Aus den Gleichungen S. 76 ergibt sich, daB noch weitere, imagindre 
Geraden vorhanden sein miissen. Da durch keinen Punkt mehr als zwei 
Geraden gehen kénnen, besitzen diese imaginaren Geraden keine reellen 
Punkte und miissen somit hoch-imaginar sein (vgl. S. 49). SchlieBlich 
miuissen konjugierte hoch-imaginare Geraden immer in derselben Schar 
liegen; denn Geraden verschiedener Scharen haben stets einen Schnitt- 
punkt gemeinsam. 

Auf den ovalen Flachen verlaufen durch jeden der co? reellen 
Punkte je zwei konjugierte, nieder-imaginare Geraden. Damit sind, wie 
wir nicht beweisen wollen, die samtlichen Geraden erschépft; auf den 
ovalen Flachen verlaufen also weder reelle noch hoch-imaginare Geraden. 
(Bei den ringartigen Flachen wurden durch die co? reellen Punkte nur 
zwéimal oot Geraden bestimmt, so daB hier noch weitere Gerade vor- 
handen sein muBten.) Bei den ovalen Flachen liegen ferner konjugiert 
imaginaére Geraden in verschiedenen Scharen, da zwei Geraden der- 
selben Schar keinen Schnittpunkt besitzen. 

Auf den nullteiligen Flachen kénnen schlieBlich nur hoch-imaginare 
Geraden auftreten, da auf diesen Flaichen keine reellen Punkte vor- 
handen sind. Ferner miissen aus denselben Griinden wie bei den ring- 
artigen Flachen konjugiert imaginare Geraden in derselben Schar liegen. 

Diese Ergebnisse, die sich auch leicht durch analytische Rechnungen 
bestatigen lassen, haben wir in der folgenden Tabelle zusammengestellt : 


Reelle Ge | Nieder- | Hoch- Konjugiert imaginare Geraden 
rade | imaginare Gerade liegen in: 
Ringartige Flachen . . ja — ja _derselben Schar 
Ovale - - ja -- | verschiedenen ~ Scharen 
Nullteilige * — | _ ja derselben Schar 


Wir sehen aus dieser Tabelle, da die ringartigen Flachen viel Gemein- 
sames mit den nullteiligen Flachen besitzen, wahrend die ovalen Flachen 
fiir sich allein dastehen. Es liegt dies daran, daB die betrachteten 
Gleichungen der ovalen Flachen eine ungerade Zahl von negativen 
Vorzeichen besitzen, wahrend die der anderen Flachen eine gerade Anzahl 
(namlich zwei oder null) besitzen. Die verschiedenen Arten von imagi- 
naren Geraden auf Flachen zweiten Grades sind zuerst 1856 durch 
von Staudt untersucht worden}). 


1) Beitrdége zur Geometrie der Lage. 
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Dieselben Uberlegungen lassen sich auch fiir Mannigfaltigkeiten 
héherer Dimensionenzahl durchfiihrent). Wenn die Dimensionenzahl 2 
gerade ist: »=2g, besitzen die hdchstdimensionalen Grundgebilde?), 
die auf einer nicht ausgearteten Hyperflache zweiten Grades liegen, 
die Dimensionenzahl qg—1; diese Grundgebilde, die im besonderen 
auch imaginaér sein kénnen, bilden aber nur eine einzige Schar. Das 
allein unserer Anschauung zugingliche Beispiel dieser Art ist die 
Ebene 1 = 2, fiir die auf den Kegelschnitten eine einzige Schar von 
Punkten liegt. Wenn mu dagegen ungerade ist: » = 2q-+1, so sind 
die héchstdimensionalen Grundgebilde der angegebenen Art von der Di- 
mensionenzahl g; diese Grundgebilde ergeben aber zwei nicht mit- 
einander zusammenhangende Scharen, so wie wir es bei den Flachen 
im dreidimensionalen Raum kennengelernt haben. 

Wenn wir zu Realitatsbetrachtungen tbergehen, finden wir, daB 
die Dimensionenzahlen der reellen Grundgebilde, die in einer Hyper- 
flache enthalten sind, gleich denjenigen ganzen Zahlen sind, wel- 
che sowohl kleiner als die Anzahl der positiven wie auch der nega- 
tiven Vorzeichen sind, die in der zugehdrigen kanonischen Form 
>'+xj = 0 auftreten. So liegen z. B. auf den nullteiligen Flachen 
itberhaupt keine reellen Grundgebilde, auf den ovalen Flachen reelle 
Punkte und auf den ringartigen Flachen sowohl reelle Punkte wie 
auch Gerade. Dieses Theorem ist das geometrische Aquivalent des 
Tragheitsgesetzes der quadratischen Formen, wie wir fiir den Raum schon 
S. 69 gesehen haben. 


§ 6. Die geometrischen Ubergange zwischen den einzelnen 
Gebilden zweiten Grades; die Einteilung dieser Gebilde. 


Die verschiedenen Gebilde zweiter Ordnung stehen nicht unver- 
mittelt nebeneinander, sondern lassen sich in mannigfacher Weise in- 
einander iiberfiihren. So kénnen wir z. B. von den ringartigen Flachen: 


2 2 2 Chg = 
A441 %{ + Aga %q —. Aga X3 — AggXq = O 


(wobei alle a positive GréBen sind) durch stetige Veranderung des 
Parameters a4, zu den eigentlichen Kegeln: 


A,X} + Ay9%3 — Ag, %3 = 0 
und von dort durch weitere stetige Veranderung zu den ovalen Flachen: 
2 2 2 2 
Ay X41 “1 Aga Xz — AggX3 1 Ay.X = O 
gelangen. Ferner kénnen wir auch zwei Koeffizienten, etwa dy. und ayy, 
1) Vgl. Enzyklopadie, III C 7; Segve: Mehrdimensionale Raume, S. 851. 


2) Die ,,Grundgebilde einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit’* sind S. 31 
definiert. 
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stetig in die Null iberfiihren, und somit von den ringartigen Flachen zu 
dem reellen Ebenenpaar: 
Ay, X{ — AggX3 = 0 

und von dort wieder zu den ringartigen Flachen tbergehen. Entspre- 
chende Ubergange lassen sich auch von den bereits ausgearteten Ge- 
bilden aus vornehmen. SchlieBlich bestehen dieselben Méglichkeiten 
fiir die entsprechenden Gleichungen der Klassengebilde, wobei sich 
weitere neuartige Uberginge ergeben. 

A. Die Ubergange auf der geraden Linie. Auf der geraden Linie ist 
nur ein einziger Ubergang méglich, namlich von dem reellen Punktepaar: 
Ay, Xt — Age Xo = 0 

iiber den doppelt zahlenden Punkt: 
dy = 0 
in das konjugiert imaginare Punktepaar: 
Ay, Xj + Aa %3 = 0 
(vgl. die Tabelle S. 70). Diesen Ubergang haben wir in Abb. 47 an- 
gedeutet, wobei wir die beiden konjugiert imaginaren Punkte in der 


° 


Abb. 47. ° 


GauBschen Zahlebene wiedergegeben haben. Denselben Ubergang er- 
halten wir, wenn wir die Sekante eines Kreises tiber die Tangente in 
eine nicht reell schneidende Gerade iiberfiihren. 
B. Die Ubergange in der Ebene. In der Ebene gehen wir zunachst 

von einem ovyalen Kegelschnitt: 

Ayy Xj + Agg Xz — Agg%3 = 0 
aus und tiberfiihren ihn iiber ein reelles Geradenpaar: 

Ay Xt — Ag %3 = O 

wieder in einen ovalen Kegelschnitt: 

yy] — G93 — AggX3 = 0. 
Dieser ane \/ 
ist in Abb. 48 

wiedergegeben. 

Wir konnen ihn 
in einfacher Weise 
dadurch erhalten, 
daB wir die Tan- 
gentialebene eines 
einschaligen Hy- 
perboloides, die Abb. 48. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie, 6 
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bekannterweise zwei reelle Geraden mit der Flache gemeinsam hat, 
ein wenig erst nach der einen und dann nach der anderen Seite 
aus ihrer Lage herausbewegen. Wir wollen weiter denselben Uber- 
gang ausfiihren, dabei aber die einzelnen Ordnungskurven als Klassen- 
gebilde auffassen. Aus Abb. 49 erkennen wir, daS bei dem ersten 
Ubergang die reellen Geraden der ovalen Klassenkurve in den mit 


Af 


WH 
AN 
HNN 


A bezeichneten Teil desjenigen Strahlbiischels tibergehen, das zu 
dem Schnittpunkt des Geradenpaares gehért. Die ovale Klassenkurve 
besitzt auch imaginaére Geraden; diese klappen bei dem betrachteten 
Grenziibergang zum Teil in das Reelle zusammen und ergeben den Teil B 
des Strahlbiischels, der in unserer Abbildung getrennt von dem Teil A 
gezeichnet ist; zum andern Teil bleiben sie imaginér und ergeben den 
imaginaren Teil C des Strahlbiischels. Dem reellen Geradenpaar ent- 
spricht also als Klassengebilde das ganze durch seinen Schnittpunkt 
gehende Strahlbiischel. Bei dem weiteren Ubergang falten sich umgekehrt 
gerade die Teile A und C des Strahlbiischels in das Imaginare auseinan- 
der, wahrend Teil B in die reellen Geraden der ovalen Klassenkurve tiber- 
geht. Diese Uberlegung zeigt uns deutlich den Vorteil, den die Ver- 
wendung imaginarer Elemente mit sich bringt; denn bei Beschrankung 
auf reelle Elemente wiirden wir ein vollig unverstandliches Springen 
der geraden Linien von Teil A des Strahlbiischels nach Teil B erhalten. 

Sodann betrachten wir den Ubergang von einem ovalen Kegel- 
schnitt : 


2 2 2 
Ay, Xj TF AggX9 — AggX3 = O 
iiber ein konjugiert imaginares Geradenpaar: 

Ay, X} + yy %3 = 0 
in einen nullteiligen Kegelschnitt: 

2 2 2 
Ay, X1 “P AggX3 + Agg%3 = 0. 


Der Ubergang vollzieht sich in der Weise, daB sich der ovale Kegel- 
schnitt auf einen Punkt zusammeénzieht (Abb. 50); hierbei nahern 
sich die imaginaren Teile der Kurve immer mehr zwei bestimmten 
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konjugiert imaginaren Geraden, die durch diesen reellen Punkt laufen. 
Bei Ausfiihrung des Grenziiberganges geht somit die ovale Kurve in 
dieses Geradenpaar tiber. Daraufhin wird 

aus den beiden Geraden eine nullteilige Gir (a5) 
Kurve, wobei der reelle Punkt verschwin- 

det. Den betrachteten Ubergang kénnen a. ae 
wir auch erhalten, wenn wir eine Ebene, die eine Kugel reell schneidet, 
zuerst in eine Tangentialebene und dann in eine nicht reell schneidende 
Ebene iberfiihren; die Tangentialebene hat dabei mit der Kugel die 
beiden konjugiert imagindren Geraden gemeinsam, welche auf der 
Flache durch den Beriihrungspunkt laufen. Der Leser médge denselben 
Ubergang in den entsprechenden Klassengebilden durchdenken. 


Bisher haben wir nur die Ubergange untersucht, die sich ergaben, 
wenn wir die Koeffizienten der Ordnungsgleichungen kontinuierlich ver- 
anderten (dabei haben wir aber diese Ubergange sowohl fiir die Ord- 
nungsgebilde, wie auch fiir die zugehGrigen Klassengebilde betrachtet). 
Nunmehr wollen wir die entsprechenden Ubergange fiir die Klassen- 
eeiclungen anstellen. Wir gehen zunachst von der ovalen Klassenkurve: 

O44 UF + Wag U3 — XygU2 = O 
tiber das reelle Punktepaar: 
041 Ui — Oy, U3 = O 


zu wieder einer ovalen Klassenkurve: 


2 mI Dro 2 
O41 Uj — Koy — Kz3U3 = 0. 


‘Abb. 51. 
In Abb. 54 ist dieser Ubergang fiir die entsprechenden Ordnungsgebilde 
angegeben. Die ovale Kurve wird zuerst immer flacher, bis ihre reellen 
Punkte in eine doppelt. iiberdeckte Strecke iibergehen, die wir mit A 
bezeichnen wollen; die tibrigen reellen Punkte der zugehérigen geraden 
Linie (Teil B) sind die Grenzlage imagindrer Stiicke dieser Kurve. So- 


dann verwandelt sich gerade der Teil. B der Geraden in eine ovale 
6* 
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Kurve, wahrend sich der Teil A ins Imaginare auflést. Die ent- 
sprechenden Klassenkurven sind in Abb. 52 wiedergegeben. Wir sehen 
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aus ihnen deutlich, wie die Klassenkurven bei dem Grenziibergang in 


zwei Strahlenbiischel ausarten. 


Zuletzt betrachten wir den Ubergang von der ovalen Klassenkurve: 


iiber ein konjugiert imaginaéres Punktepaar: 


in eine nullteilige Klassenkurve: 


2 2 
O41 Uy > %g9Uz = O 


2 2 nee 
O41 Uj + XoaUy — XzgU3 = O 


2 2 2 
O41 Uy + Xo Mtz + Oy3U3 = 0- 


Bei diesem Ubergang schmiegt sich die zugehérige Ordnungskurve zu- 
nachst von beiden Seiten her immer mehr der doppelt zahlenden reellen 


pe 
ee SE 


Geraden an, welche 
durch die beiden konju- 
giert imaginaren Punkte 
festgelegt ist (Abb. 53), 
bis sie schlieBlich in 


diese Gerade iibergeht. Sodann ldst sich die doppelt zahlende Gerade 
in der entsprechenden Weise in das Imaginére auf. Die Umanderung 
der zugehérigen Klassenkurven verlauft entsprechend. Dieser letzte 
Ubergang ist fiir unsere spateren Uberlegungen besonders wichtig, weil wir 
mit seiner Hilfe die beiden nichteuklidischen Geometrien kontinuierlich in 


die euklidische Geometrie tiberfihren werden. 


C. Zusammenfassung der Kurven zweiter Ordnung und Klasse 
zu den Kurven zweiten Grades. Bei unseren Ubergangen erhalten wir 
zu jedem ausgearteten Ordnungsgebilde ein ganz bestimmtes zugehoriges 
Klassengebilde und umgekehrt, wahrend friiher (S. 75) eine derartige 
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Zuordnung nicht in allen Fallen méglich war. So erhalten wir z. B. bei 
dem in Abb. 51 wiedergegebenen Ubergang ein ausgeartetes Gebilde, 
das als Ordnungskurve aus einer geraden Linie besteht, wahrend das 
zugehérige Klassengebilde zwei Strahlbiischel sind, deren Mittelpunkte 
auf der betrachteten Geraden liegen. Genau dieselben Verhaltnisse 
treffen wir bei dem in Abb. 53 wiedergegebenen Ubergang an, nur sind 
hier die Mittelpunkte der beiden Strahlbiischel konjugiert imaginar. 
Diese ausgearteten Gebilde werden wir kurz als gerade Linie mit zwei 
ausgezeichneten reellen bzw. konjugiert imaginaéren Punkten bezeichnen. 
Wir haben uns darauf beschrankt, nur Ubergange zu betrachten, bei 
denen eine Konstante verandert wird. Wenn wir in derselben Weise 
zwet Konstante varlieren, kénnen wir auch eine gerade Linie mit aus- 
gezeichnetem doppelt zahlenden Punkt erhalten. Hierzu miissen wir 
etwa in Abb. 48 den Ubergang derart vornehmen, daB das Geradenpaar 
in eine einzige Gerade zusammenfallt. 

Bis jetzt haben wir eine gegebene Kurve einmal als Ordnungs- 
gebilde und dann als Klassengebilde betrachtet. Wir fassen nun diese 
beiden Entstehungsweisen zusammen, indem wir die Kurve sowohl 
durch ihre Punkte wie auch durch ihre Tangenten erzeugt denken, und 
bezeichnen dieses Gebilde als Kurve zwetten Grades. Dann ist ein aus- 
geartetes Gebilde zweiten Grades in der Ebene erst dann eindeutig fest- 
gelegt, wenn feststeht, wie dieses Gebilde einersetts als Ordnungsgebilde und 
andererseits als Klassengelilde aujzufassen ist. Wir erhalten alle még- 
lichen Falle, indem wir untersuchen, welche Ausartungen miteinander 
vertraglich sind. Hierdurch kommen wir zu der folgenden Zusammen- 
fassung der Kurven zweiter Ordnung und Klasse: 


Einietlung der reellen Kurven zweiten Grades. 


Allgemeine Kurve (5) 


1. Nullteilige Kurve 
2. Ovale Kurve 


2 Gerade, 1 Punkt (4) 1 Gerade, 2 Punkte (4) 


3. Geraden reell 
4. Geraden konjugiertimaginar 


5. Punkte reell 
6. Punkte konjugiert imaginar 


4 Gerade, 1 Punkt (3) 


7. Alles reell 


; 


Dabei liegen die ausgezeichneten Punkte auf der zugehérigen Geraden 
und umgekehrt. Der Leser mége diese Einteilung mit den beiden Tabellen 
auf S. 70 und 74 vergleichen. Die weitere Unterteilung gegeniiber der affi- 
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nen Geometrie haben wir hier nicht angegeben, da fiir uns nur die projek- 
tiven Verhaltnisse in Betracht kommen. Die Zahlen, welche der Tabelle 
in Klammern beigefiigt sind, geben die Anzahl der Konstanten an, 
durch die das zugehérige Gebilde in der Ebene festgelegt werden kann. 
Die allgemeine Kurve zweiten Grades bezeichnen wir als nicht aus- 
geartet, die in der zweiten Reihe angegebenen Gebilde, die durch vier 
Konstante festgelegt sind, als evnmal ausgeartet, und das letzte Gebilde 
als zweimal ausgeartet. Bei emem ausgearteten Gebilde besitzt die zu- 
gehoérige Gleichung zwischen den Punktkoordinaten, wie auch die zwi- 
schen den Geradenkoordinaten (das sind also die Gleichungen, durch 
welche die betreffende Kurve als Ordnungsgebilde, bzw. als Klassen- 
gebilde festgelegt ist), eine verschwindende Determinante. Die hier ein- 
fiihrten Bezeichnungen stehen also in Ubereinstimmung mit den auf 
S. 55 und 56 angegebenen Definitionen der ausgearteten und nicht aus- 
gearteten Gebilde. 

Die allgemeine Kurve zweiten Grades ist eindeutig bestimmt, wenn 
wir entweder ihre Ordnungsgleichung oder ihre Klassengleichung kennen; 
denn aus der einen Gleichung kénnen wir nach § 2 (vgl. auch S. 73) 
unmittelbar die andere berechnen. Bei den ausgearteten Gebilden treffen 
wir andere Verhaltnisse. So ist beispielsweise das konjugiert imaginare 
Punktepaar in der Ebene durch eine einzige Gleichung in Geraden- 


koordinaten: ¢ s 
Uy + U3 = 0 


festgelegt, wahrend wir bei Verwendung von Punktkoordinaten zwei 
Gleichungen benotigen: 


Sa ie els == 0s 


Das Punktepaar tritt hier also als Schnitt eines konjugiert imaginaren 
Geradenpaares mit einer reellen Geraden auf. Die dualen Verhaltnisse 
treffen wir bei dem Geradenpaar mit reellem Schnittpunkt. Zur Fest- 
legung des zweimal ausgearteten Gebildes haben wir schlieBlich sowohl 
zwei Gleichungen in Punktkoordinaten, wie auch zwei Gleichungen in 
Geradenkoordinaten ndtig. 

Es entsteht die Aufgabe, das erhaltene gegenseitige Entsprechen 
von Ordnungs- und Klassenkurven auch auf analytischem Wege zu 
bestatigen. Denn wir haben auf S. 75 bei der Bestimmung des Klassen- 
gebildes, das etwa der doppelt zahlenden Geraden entspricht, die tri- 
viale Gleichung 0 = 0 und nicht die Gleichung eines reellen oder konju- 
giert imaginaren Punktepaares oder schlieBlich des doppelt zahlenden 
Punktes erhalten. Das friihere Resultat erklart sich aber dadurch, daB 
wir damals keinen geeigneten Grenziibergang vorgenommen haben. Um die 
obige Zuordnung zu erhalten, gehen wir von der nicht ausgearteten Ord- 


nungskurve: y 3 
yy X1 + Ag9.%3 1 AggX3 = 0 


Geometrische Ubergange zwischen den einzelnen Gebilden zweiten Grades. 87 


aus, wobei 43, > oder <0 sein mége; ihr entspricht, wie wir wissen, 
die Klassenkurve: 
2: me At pee 0 

Ay9A3g Uj 1 Ay 33 U3 + yy Aa2 U3 = 0. 
Wir beschranken uns nun auf die Betrachtung der nicht ausgearteten 
Kurven: d33 = #9, ¥ + 0. Ihre Gleichungen besitzen die Gestalt: 

HO Uy + % Ay Ay1 Uz + My Ao9 Us = O 
oder: c _ , 

% Ag Uy -- Hy Us + Ay, U3 = 0. 

Wenn wir in dem System dieser Kurven zu der Grenze: lim a3,=lim # a@).=0, 
a, + O tibergehen, erhalten wir: 


xUz + uz=0. 
Dieses Punktepaar ist je nach der Art des Grenziiberganges, d.h. also 
je nach dem Wert von ~ ein reelles oder konjugiert imaginares Punkte- 
paar, das auf der betrachteten doppelt zahlenden Geraden selbst liegt. 
Wenn wir den doppelt zahlenden Punkt erhalten wollen, gehen wir 
von den nicht ausgearteten Kurven mit a3; = a aus: 
Gx Ui + Ay, GU + yy Igy ts = 0 
oder: — js 
Ax Uj + Ay, Mp9 U5 + Ay, U3 = 0. 
Wenn wir in dem System dieser Kurven den Grenziibergang lim a3, 
= lima = 0 vornehmen, ergibt sich: 
2. 
uz = 0; 


also ein doppelt zahlender Punkt. Wir sehen also, da8 man in der 
Tat aus der Ordnungsgleichung einer doppelt zahlenden Geraden zu 
der Klassengleichung eines Punktepaares oder eines doppelt zahlenden 
Punktes gelangen kann. 

Genau die entsprechenden Uberlegungen kénnen wir auch fiir 
Klassenkurven anstellen und zeigen, daB dem doppelt zahlenden Punkt 
ein Geradenpaar oder eine doppelt zahlende Gerade entsprechen kénnen, 
wobei die Geraden durch diesen Punkt hindurchlaufen. 

Diese Ergebnisse lassen sich folgendermaSen zusammenfassen: 
Wenn ein bestimmter, die Ausartung herbeifihrender Grenzubergang gegeben 
ist, entspricht jeder ausgearteten Ordnungskurve eine Klassenkurve und 
umgekehrt; stati dessen kinnen wir auch von vornherein mehrere Glet- 
chungen ansetzen, durch die das Ordnungsgebilde und das entsprechende 
Klassengebilde, d.h. also die Kurve zweiten Grades, eindeutig fesigelegt ist. 

D. Die Ubergange im Raum. Im Raum ist die Zahl der méglichen 
Uberginge bereits auBerordentlich hoch. Wir beschranken uns auf drei 
Ubergange, die von den ringartigen Flachen ausgehen (bei ihnen kénnen 
wir das Verhalten der beiden Geradenscharen im Reellen iibersehen) 
und schlieSen dann noch einen weiteren Ubergang an, der fiir unsere 
spaiteren Uberlegungen von Wichtigkeit ist. 
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Wir gehen zunachst von den ringartigen Flachen: 
Ay X} + Aigg X3 — Ag X3 — yy = O 
itber den gewohnlichen Kegel: 
2 2 2 
By X{ + Aggy %q — Az, %3 = O 
zu den ovalen Flachen: 


2 2 2 ome 
1%] “P Agg%y — AggX3 > AgyXi = O 


iiber. Hierbei zieht sich zuerst die Kehlellipse der ringartigen Flache 
auf einen Punkt, die Spitze des Kegels, zusammen, worauf der Kegel 
an der Spitze auseinanderfallt und zu einer ovalen Flache wird (Abb. 54). 


Die beiden Geradenscharen der ringartigen Flache gehen hierbei in die 
Erzeugenden des Kegels tiber; dabei fallen je zwei Erzeugende der 
ringartigen Flache, namlich eine der ersten Schar und eine der zweiten 
Schar, in eine einzige Gerade des Kegels zusammen. Bei dem weiteren 
Ubergang lést sich jede Gerade wieder in ein Geradenpaar auf, nur ist 
dieses Paar jetzt nicht mehr reell, sondern konjugiert imaginar. 

Wenn wir denselben Ubergang in den entsprechenden Klassen- 
gebilden vornehmen, erhalten wir aus der ringartigen Klassenflache zu- 
nachst das gesamte Ebenenbiindel, das durch die Spitze des zugehdrigen 
Kegels geht; die reellen Ebenen ergeben dabei denjenigen Teil des 
Biindels, dessen Ebenen durch das Innere des Kegels laufen, wahrend 
die imaginaren Ebenen in den anderen reellen Teil des Biindels oder in die 
zugehorigen imaginaren Ebenen itibergehen; beim weiteren Ubergang 
spaltet sich gerade der zweite reelle Teil des Biindels in die reellen Ebenen 
der ovalen Klassenflache auf. 

Bisher haben wir die Flachen nur als Gebilde ihrer Punkte und 
Tangentialebenen betrachtet; genau so gut kénnen wir sie auch als 
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Gebilde ihrer Tangenten auffassen und untersuchen, wie sich diese bei 
dem angegebenen Ubergang verhalten. Die anschauliche Betrachtung 
der Abb. 54 ergibt, daB hierbei aus dem Tangentengebilde der ring- 
artigen Flache einerseits die Gesamtheit der Tangenten des Kegels und 
andererseits das durch die Spitze des Kegels laufende Geradenbindel 
hervorgeht. Dieses Biindel bildet eine zweifache Mannigfaltigkeit, die 
anderen Tangenten eine dreifache; wir kénnen die Geraden des Biindels 
als Tangenten in der Spitze des Kegels ansehen. 

Als zweiten Ubergang betrachten wir den folgenden: Wir gehen 
von den ringartigen Klassenflachen: 


4 2 in 2, , 2 Rae: 
X41 Uy “PF Xg9Mz — XggU3 — yay = O 
uber eine ebene Klassenkurve: 
2 2 2 
O41 Uy + Xo9 Mla — Xy5 U3 = O 
zu den ovalen Flachen tber: 
2 2 oer: ae 
Oy Ui + Kooy — Xo5 Uz + Ogg = O. 


In Abb. 55 ist dieser Ubergang in den zugehérigen Ordnungsgebilden 
wiedergegeben. Die ringartige Ordnungsflache plattet sich immer mehr 


Abb, 55. 


ab, bis ihre reellen Teile schlieBlich in das doppelt itberdeckte AuBere 
emer ovalen Kurve tibergehen. Im weiteren Verlauf spaltet sich dann 
gerade das Innere der ovalen Kurve zu dem reellen Teil einer ovalen 
Flache auf. Die beiden Geradenscharen der ringartigen Flache gehen 
bei diesem Ubergang in die Tangenten der ebenen Kurve iiber; dabei 
fallen je zwei Gerade verschiedener Scharen in eine einzige Gerade 
zusammen. Bei dem weiteren Ubergang zur ovalen Flache spalten sich 
die einzelnen Geraden wieder auf, wobei aber die Geradenpaare kon- 
jugiert imaginaér werden. 

Wenn wir diesen Ubergang in den zugehérigen Klassengebilden 
ausfiihren, erhalten wir aus der ringartigen Klassenflache alle Ebenen- 
biischel, die durch je eine der Tangenten der ebenen Kurve hindurch- 
laufen. Das Tangentengebilde der ringartigen Flache geht einerseits in 
die samtlichen Treffgeraden der ovalen Kurve und auBerdem alle 
geraden Linien iiber, die in der zugehérigen Ebene liegen. 
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Den dritten Ubergang wollen wir zundchst anschaulich schildern. 
Wir gehen von einem einschaligen Hyperboloid aus; die eine Achse der 
Kehlellipse bleibt konstant, wahrend wir die andere immer mehr ab- 
nehmen lassen (Abb. 56). Zugleich werden die beiden Hyperbelzweige, 
die in der Abbildung das einschalige Hyperboloid als, UmriB begrenzen, 
immer schmaler, bis sie schlieBlich in zwei Geradenstiicke zusammen- 
fallen, welche in der rechten Figur der Abb. 56 auf der Schnittgeraden 


der beiden Ebenen liegen. Wir haben dadurch ein Ebenenpaar erhalten, 
auf dessen Schnittgeraden zwei Punkte, naémlich die beiden Scheitel der 
Kehlellipse, ausgezeichnet sind. Dieses geometrische Gebilde wollen wir 
als Doppelpaar bezeichnen. Der analytische Ubergang von dem ein- 
schaligen Hyperboloid: 


LD) 2 9 
Ay Xj + Ugg Xz — Ag %3 — Ag, Xi = O 


zum Doppelpaar ergibt sich, indem wir zwei Koeffizienten der. Null 
zastreben lassen: ! 
Ay, kt =a = 102 


Durch kontinuierliche Fortsetzung dieses Uberganges erhalten wir dann 
wieder eine ringartige Flache: 
yy X] — Aga Xo — Agy X3 + AyyX4 = 0. 

Das Doppelpaar ist durch seine Gleichung in Punktkoordinaten noch 
nicht eindeutig festgelegt, sondern erst dann, wenn wir die zugehérige 
Gleichung in Ebenenkoordinaten ebenfalls kennen. Bei dem Ubergang 
der zugeh6érigen Klassengebilde erhalten wir nun die beiden Ebenenbiindel 
durch die beiden ausgezeichneten Punkte der Schnittgeraden; unter 
diesen Ebenen befinden sich im besonderen die sdémtlichen Ebenen, 
welche durch die Schnittgerade der beiden Ebenen hindurchlaufen. 
Das Doppelpaar ist also sowohl als Punkt- wie auch als Ebenengebilde 
noch nicht eindeutig bestimmt, sondern erst durch die Zusammenfassung 
dieser beiden Gebilde. Zu seiner Festlegung brauchen wir also sowohl 
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eine Gleichung in Punktkoordinaten, wie auch eine in Ebenenkoordi- 
naten. Als Liniengebilde stellt sich das Doppelpaar, wie man anschau- 
lich ohne weiteres erkennt, als Gesamtheit der geraden Linien dar, 
welche durch die ausgezeichnete Gerade hindurchgehen. 

Von besonderem Interesse ist noch das Gebilde, das bei diesem 
Ubergang aus den beiden Geradenscharen der ringartigen Flache hervor- 
geht. Solange die Flache noch nicht ausgeartet ist, erscheinen die Er- 
zeugenden in der Abb. 56 als Tangenten der UmriBhyperbel. Beim 
Ubergang zum Doppelpaar erhalten wir hieraus vier Strahlenbiischel. 
Wenn wir die beiden Ebenen mit J und JJ und die beiden Punkte des 
Doppelpaares mit J und 2 bezeichnen, geht die in Abb. 56 angegebene 
eine Schar von Erzeugenden in die beiden Biischel J J und JJ 2 und die 
andere Schar in die Biischel J 2 und JI 1 ttber. Derartige ,,verschrankte 
Biischel spielen in liniengeometrischen Betrachtungen eine wichtige 
Rolle. 

Fiir unsere spateren Uberlegungen wird noch ein weiterer Ubergang 
besonders wichtig sein, der eine ovale Flache: 


2 20a mg? Pye 
yy Uj Mg9 Uy + gg U3 — XK yg = O 
iiber einen nullteiligen Kegelschnitt: 


2 2 2 
X41 Uy + Xo Ua + Xy3 U3 = O 


in eine nullteilige Flache: 
e] 2 . 2 , ies 
O41 Uj Aya lly Xgg Uy Pr gg = O 


iiberfithrt. Die ovale Flache, die wir uns als zweischaliges Hyperboloid 
denken, schmiegt sich dabei von beiden Seiten immer mehr der 


Ebene des nullteiligen Kegelschnittes an, bis sie in diese selbst tiber- 
geht (Abb. 57). Sodann weitet sich der Kegelschnitt in der entsprechen- 
den Weise zu einer nullteiligen Fliche auf. Dieser Ubergang ist ein 
imaginares Abbild des in Abb. 55 dargestellten Uberganges. Mit seiner 
Hilfe werden wir spater die nichteuklidischen Geometrien in die euklidische 
Geometrie viberfiihren. 
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E. Zusammenfassung der Flachen zweiter Ordnung und Klasse 
zu den Flachen zweiten Grades. Nach diesen Uberlegungen werden 
wir entsprechend wie in der Ebene auch im Raum die Flachen zweiter 
Ordnung und Klasse und die zugehérigen Tangentengebilde zu den 
Fliachen zweiten Grades zasammentfassen, Eine ausgeartete Flache zweiten 
Grades ist somit erst dann als eindeutig festgelegt zu betrachten, wenn 
wir wissen, wie dieses Gebilde als Punkt-, Linien- und Ebenengebilde 
ausartet. Wir erhalten dadurch die folgende Einteilung der Gebilde 
zweiten Grades im Raum: 


Einteilung der reellen Flachen zweiten Grades. 


Allgemeine Flache (9) 


. Nullteilige Flache 
. Ovale Flache 
. Ringartige Flache 


Kegel (8) 2 Ebenen, 1 Gerade, 
2 Punkte (8) 


Kegelschnitt (8) 


. Spitze reell, Kegel 
nullteilig . Ebenen reell, 
. Spitze reell, Kegel Punkte reell 
reell . Ebenen reell, 
Punkte konjugiert 
imaginar 
. Ebenen konjugiert 
imaginaér, Punkte 
reell 
. Ebenen konjugiert 
imaginar, Punkte 
konjugiert imagi- 
nar 


10. Ebene reell, Ke- 

gelschnitt nullteilig 
41. Ebene reell, Ke- 
gelschnitt oval 


2 Ebenen, 1 Gerade, 
1 Punkt (7) 


1 Ebene, 1 Gerade, 


: Ebene, 2 Geraden, 
2 Punkte (7) 


4 Punkt (7) 


12. Ebenen reell 


13. Ebenen konju- 
giert imaginar 


14. Geraden reell 
15. Geraden  konju- 
giert imaginar 


16. Punkte reell 
17. Punkte konju- 
giert imaginar 


4 Ebene, 1 Gerade, 
1 Punkt (6) 


18. Alles reell 


Nach der ausfiihrlichen Erlauterung der entsprechenden ebenen 
Verhaltnisse wird diese Tabelle keiner weiteren Erklarung bediirfen. 
Wir heben nur hervor, da die Gebilde, die durch 9, 8, 7 bzw. 6 Kon- 
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stante festgelegt sind, als nicht ausgeartet baw. ein-, zwei- und dreimal 
ausgeartet bezeichnet werden. Zur Festlegung der ausgearteten Ge- 
bilde bediirfen wir evtl. mehrerer Gleichungen; so hat z. B. der null- 
teilige Kegelschnitt des Raumes in Punkt- bzw, Ebenenkoordinaten 
die Gleichung: 


ete — O58 10 bzw. wtwutw=o. 


Entsprechend verhalten sich die anderen ausgearteten Gebilde?). 


Kapitel III. 


Die Kollineationen, die ein Gebilde zweiten 
Grades in sich tiberfiihren. 


In Kapitel VI werden wir auf jedes der Gebilde zweiten Grades, 
die in den drei Tabellen S. 70 (gerade Linie), S. 85 (Ebene) und S. 92 
(Raum) angegeben sind, eine MaSbestimmung griinden. Unter diesen 
werden sich als Speziallfalle die euklidische und die nichteuklidischen 
Geometrien befinden. Die Kollineationen, die das betreffende Gebilde 
zweiten Grades in sich iiberfiihren, stellen hierbei (im allgemeinen) die 
starren Transformationen dieser MaSbestimmungen dar (vgl. S. 86). 
Wir wollen daher jetzt die Theorie dieser Kollineationen entwickeln, 
um sie spater sogleich zur Hand zu haben. 


§ 1. Der eindimensionale Fall. 


A. Die komplexen Kollineationen, die ein nichtausgeartetes 
Gebilde in sich tiberfithren. Wir untersuchen zunachst die Kolli- 
neationen, welche auf der geraden Linie das reelle bzw. konjugiert 
imaginare Punktepaar: 

i — += 0 | ea 0 
in sich selbst iiberfiihren; die Kollineationen diirfen reell oder auch 
imaginar sein. Die Formeln fiir die beiden Punktepaare wollen wir ein- 
ander links und rechts gegeniiberstellen, um beide Rechnungen gleich- 
zeitig durchfiihren zu k6nnen. 

Wir haben hierbei jedesmal zwei verschiedene Falle zu unter- 
scheiden, je nachdem wir jeden Punkt des Paares in sich selbst 
iiberfiihren oder die beiden Punkte miteinander vertauschen. Die 


1) Die hier angegebene Einteilung der Gebilde zweiten Grades, die fiir die 
folgenden Uberlegungen von besonderer Bedeutung ist, war im wesentlichen 
bereits Clebsch gelaufig. (Clebsch-Lindemann: Vorlesungen tiber Geometrie.) 
Die vollstandige Beriicksichtigung aller Falle findet sich bei Sommerville: Classi- 
fication of Geometries with Projektive Metric. Proceedings of the Edinburgh 
Math. Soc. Bd. 2, 1910. : 
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zugehorigen Arten von Kollineationen pflegt man als edgentliche und 
uneigentliche Kollineationen des betreffenden Punktepaares in sich zu 
bezeichnen?).. Analytisch werden die Gleichungen der Punktepaare: 


Ki — Hy = (% + %Q)(%,—%) =O | xi xf = (% + 1%) (4 — 1%) = 0 

im ersten Fall dadurch in sich selbst tiberfihrt, daB wir: 

%,+%=0 und 4,—%,=0 | %+1%,=0 und 4%,—14,—0 

je in sich selbst transformieren, wahrend im zweiten Fall: 
%,+%,=O0O in Hy — %_=0 | %, + 1% =0 in x, —14,=0 

und *%,—%#,=0 in %,+%=0 | und #,—7%,=0 in 4,+1%,=0 


uberfiihrt wird. Durch elementare Rechnungen ergeben sich dann die 
folgenden Gleichungen: 


Eigentliche Kollineationen des Exgentliche Kollineationen des 
veellen Punktepaares im sich: | kong. mag. Punktepaares in sich: 
oe , / / | 
OX = CyyXj + Co Xo, pn Coal 0. om =Cy% — rai? 22 ay asa —65,| +0. 
/ “a | ai 
OX p= Coy %1 044%, Coy Cay) O% y= CyyX4 044%, lor sa] 
Uneigentliche Kollineationen des Uneigentliche Kollineationen des 
reellen Punktepaares in sich: kon}. imag. Punktepaares in sich: 
oa / y | 
Oy Crit ~ Psat oye on fall 46. | 0% = C41 %} + Cq1%9, aya. Fea 
O% y= Cay %1 — Cy 1X3, Coy C43) | Q%_=Cy4% — C44%3, CoN ea 


Da es nur auf die Verhaltnisse der x, und somit auch der c,, an- 
kommt, bilden sowohl die eigentlichen wie auch die uneigentlichen 
Kollineationen je eine einparametrige Schar. Die Gesamtheit der ersten 
Kollineationen ist eine Gruppe, die der zweiten jedoch nicht (da zwei 
uneigentliche Kollineationen hintereinander ausgefiihrt eine eigentliche 
Kollineation ergeben). Beide Arten von Kollineationen zusammen- 
genommen bilden dagegen eine zweite Gruppe; welche die eigentlichen 
Kollineationen als Untergruppe enthalt und wegen dieser Struktur als 
gemischte Gruppe bezeichnet wird. 

Die uneigentlichen Kollineationen kénnen wir dadurch aus den 
eigentlichen Kollineationen ableiten, daB wir die letzteren mit einer 
speziellen uneigentlichen Kollineation, etwa: 0m —=2/, 0% = —xy 
zusammensetzen. Daher kénnen wir uns in vielen Fallen auf das Stu- 
dium der eigentlichen Kollineationen beschranken. 

B. Reelle Kollineationen. In den bisherigen Betrachtungen konnten 
alle Koeffizienten c,,, beliebige komplexe Werte annehmen. Wir wenden 


1) In Zukunft werden wir 6fters einfach von eigentlichen und uneigentlichen 
Kollineationen sprechen; wir heben aber hervor, daB dieser Ausdruck nur in bezug 
auf ein gegebenes quadratisches Gebilde, das invariant bleiben soll, einen Sinn 
besitzt; der Unterschied zwischen Kollineationen von positiver und negativer 
Determinante (S. 23) ist ein ganz andersartiger. 
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uns nun zu den veellen Kollineationen, nehmen also an, daB alle Koeffizien- 
ten c,, reell smd. Dann besitzen im Falle des konjugiert imaginaren 
Punktepaares die Determinanten der eigentlichen Kollineationen stets ein 
positives, die der uneigentlichen Kollineationen ein negatives Vorzeichen. 
Im Fall des reellen Punktepaares konnen dagegen sowohl die Determinan- 
ten der eigentlichen wie auch die der uneigentlichen Kollineationen gréBer 
oder kleiner als Null sein. Wir erhalten also im Fall des konjugiert 
imaginaéren Punktepaares zwei, im Falle des reellen Punktepaares da- 
gegen vier verschiedene Arten von reellen Kollineationen. 
Geometrisch unterscheiden sich diese Kollineationen, wie man leicht 
zeigen kann, in der folgenden Weise. Im Falle des konjugiert imagindren 
Punktepaares iiberfiihren die eigentlichen Kollineationen jede Strecke 
P in eine gleich gerichtete Strecke Q (Abb. 58a), wahrend bei 


Konjugiert imaginares Punktepaar. 


a) Eigentliche Kollineation: b) Uneigentliche Kollineation: 
Det. stets >0. Det, stets <0. 


Abb. 58 (schematisch). 


den” uneigentlichen Kollineationen eine Richtungsumkehr stattfindet 

(Abb. 58b). Im Fall des reellen Punktepaares wird die gerade Linie durch 

die beiden Fixpunkte in zwei Strecken eingeteilt, die vom Standpunkt 

der projektiven Geometrie aus gleichberechtigt sind. Bei den eigent- 
Reelles Punktepaar. 


Al 
foe, OEE 2s £, 
OS OO 
a) Eigentliche Kollineation: c) Uneigentliche Kollineation: 
et. >0. Det. >0. 
uae <f. Psi’ 
a 6 EEE Eee 
b) Eigentliche Kollineation: d) Uneigentliche Kollineation: 
Det. <0. Det. <0. 


Abb, 59 (schematisch). 


lichen Kollineationen von positiver Determinante wird jede dieser 
beiden Strecken in sich selbst tiberfiihrt; die Richtung bleibt dabei 
erhalten (Abb. 59a). Bei den eigentlichen Kollineationen von negativer 
Determinante vertauschen sich die beiden Strecken miteinander, und 
der Richtungssinn wird umgekehrt (Abb. 59b). Bei den uneigentlichen 
Kollineationen von positiver Determinante werden die beiden Strecken 
ebenfalls miteinander vertauscht, aber der Richtungssinn bleibt erhalten: 
(Abb. 59¢). Bei den uneigentlichen Kollineationen mit negativer Deter- 
minante geht schlieBlich jede der beiden Strecken in sich selbst iiber ; der- 
Richtungssinn wird umgekehrt (Abb. 59d). Der Beweis dieser Satze 
ergibt sich daraus, daB zundchst die Kollineationen von positiver bzw. 
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negativer Determinante die Richtung einer Strecke unverandert lassen 
bzw. umkehren (S. 24); ferner wissen wir, dai die eigentlichen Kolli- 
neationen jeden Fixpunkt in sich selbst tiberfiihren, wahrend die un- 
eigentlichen Kollineationen die beiden Fixpunkte miteinander ver- 
tauschen. Aus diesen Satzen folgen durch Stetigkeitsbetrachtungen 
unmittelbar die oben angegebenen Resultate. ” 

C. Die Kollineationen, die einen doppelt zahlenden Punkt in sich 
liberfiihren. In entsprechender Weise wollen wir noch die Kollineationen 
auf der geraden Linie untersuchen, die den doppelt zahlenden (also 
reellen) Punkt: poe 

1 
in sich selbst tiberfiihren. Die allgemeine Kollineation: 
OX, = Cy % + Co, . Gh Gags 
O%_ = Cay %q + Cop%y, | Coy Cop 
transformiert dieses Gebilde in: (¢,,%4 + ¢y)%5)? = 0. Damit der doppelt 
zahlende Punkt invariant bleibt, muB also c,, = O sein: 


+0 


Allgemeine Kollineation des doppelt zihlenden. Punktes in sich: 


| 
OX = Coy X{ + Cop%, | Coy Cap | a 

Wir erhalten also in diesem Fall eine zweiparametrige Gruppe, 
wahrend sich bei den beiden Punktepaaren nur eimparametrige Gruppen 
ergaben. Wenn die Konstantenzahl des zugrunde gelegten quadratischen 
Gebildes (vgl. S. 86 und 92) wm eine Einheit abnimmt, muB sich namlich 
allgemein die Parameterzahl der zwgehorigen Kollineationen gerade um eine 
Einhett erhohen. 

Um von den Kollineationen, die den doppelt zaihlenden Punkt 
xj = 0 in sich selbst tiberfiihren, eine anschauliche Vorstellung zu ge- 
winnen, legt man diesen Punkt am einfachsten in den unendlich 
fernen Punkt der Geraden und geht zu affinen Koordinaten * = %,:%, 
und x’ = %3:%;, wber. Die Gleichungen der betrachteten Transfor- 
mationen nehmen dann die Gestalt an: 


a - 
OX = Cy %}, Cy 


a2 SH + O28 yf, Gay ce Ok 
ep rl 

Fiir cy, =-: cy. stellen diese Transformationen die gewohnlichen 
euklidischen Bewegungen und Umlegungen der geraden Linie dar: 
Fiir cy, = + ¢,. wird jeder Punkt um ein konstantes Stiick verschoben, 
fiir cy, =—Cy. kommt noch eine Umklappung der geraden Linie 
hinzu. Wenn dagegen c,, + -+Cep ist, ergeben sich die Ahnlichkeits- 
transformationen, die aufSerdem jede Strecke um ein bestimmtes Viel- 
faches vergr6Bern bzw. verkleinern. 

D. Der Ubergang der verschiedenen Falle ineinander. Die For- 
melsysteme, die wir fiir das reelle und das konjugiert imaginare Punkte- 
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paar aufgestellt haben, lassen sich, wenn wir ¢ gleich —1 fiir das reelle 
Punktepaar und gleich +41 fiir das konjugiert imaginére Punktepaar 
setzen, in eine einzige Formel zusammenfassen : 


Eigentliche Kollineationen: Unergentliche Kollineationen: 
OX = CX, — €Cy XQ, OX = CX + Ca XS, 
/ 
O% = Coy Xj Cy X- O%y = Cy Xi — Cy XQ. 


Diese Darstellung steht in Ubereinstimmung damit, da wir die Glei- 
chungen der betrachteten Gebilde zweiten Grades in der gemeinsamen 
Gestalt: 2 : 
X{ + éx%, = 0 
schreiben kénnen, wobei ¢ dieselbe Bedeutung wie oben besitzt; man 
tiberzeugt sich unmittelbar davon, daB die angegebenen Kollineationen 
diese Gleichung invariant lassen. Wir koénnen nun das reelle Punktepaar 
kontinuierlich ttber den doppelt zahlenden Punkt in das konjugiert ima- 
ginare Punktepaar iberfiihren, indem wir ¢ von — 4 allmahlich in die 
Null und dann in +41 tibergehen lassen (Abb. 47, S. 81). Hierbei gehen 
die zugehérigen Kollineationen ebenfalls kontinuierlich ineinander iiber. 
Fiir ¢ = 0 erhalten wir: 

0% = Cy%, OX, = Cy %, 

QXy = Cay X 1 01 %3, OX = Cay Xj — Cy %, 
also nur eine einparametrige Untergruppe der S. 96 betrachteten zwei- 
parametrigen Gruppe, welche den doppelt zaihlenden Punkt xj = 0 in- 
variant la8t; wir kénnen die erstere aus der allgemeinen Gruppe durch 
die Forderung c,, = + Cy. aussondern. Wir erhalten also beim Grenz- 
ubergang nur einen Teil der Kollineationen, die den doppelt zihlenden 
Punkt in sich selbst iiberfiihren, ndmlich die euklidischen Parallelver- 
schiebungen und Umklappungen der geraden Linie, nicht aber die allge- 
meineren Ahnlichkeitstransformationen. Bei dem Grenziibergang vom 
reellen Punktepaar zum doppelt zahlenden Punkt verschwinden dabei 
von den vier Arten von reellen Kollineationen zwei Arten, da die eine 
der beiden Strecken, in welche das reelle Punktepaar die Gerade eingeteilt 
hatte, jetzt fortgefallen ist. Bei dem weiteren Ubergang zum konjugiert 
imaginaéren Punktepaar bleiben diese beiden Arten von Kollineationen 
erhalten. 

§ 2. Der zweidimensionale Fall. 


A. Die komplexen Kollineationen, die ein nichtausgeartetes Ge- 
bilde in sich tiberftihren. Die ovalen und nullteiligen Kurven der Ebene 
besitzen, auf ein geeignetes reelles Polardreieck bezogen, (nach S. 70) 
die Gleichungen: 


Ovale Kurve: Nullteilige Kurve: 
Hi + 43 — HG Hi + 5 + 45 
= 44 + (4, + %5) (%2 — %_) = 0, = Mi + (%» + 1%) (%3 — 1%) = 0. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. Z 
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Die folgenden Rechnungen erhalten eine besonders einfache, Gestalt, 
wenn wir diese Gleichungen durch die Transformationen: 


Oya — No + Xe, OS Xe + t%5, 
CV eae D=—2, | ¥e= % Dara 
0V3 = —%_ + 3, | OVs = —%_ + 1X3, 


in die Form: 2 
Ns) Nas == 10 

iiberfiihren, die wir als Tangentialgleichung eines Kegelschnittes be- 
zeichnen wollen. 

Durch die angegebenen Transformationen werden namlich die Kur 
ven auf ein sog. Tangentialdreieck bezogen, das aus zwei Tangenten 
der Kurve und der Verbin- 
dungslinie der zugehdrigen 
Berithrungspunkte besteht 
(Abb. 60). In der Tat hat die 
Kurve mit der Geraden y, =0 
den doppelt zihlenden Punkt 
Vs: Voi V3 =0:0: 4, und ge- 
nau so mit der Geraden yy, = 0 
den doppelt zahlenden Punkt 
V1 2 Ve i ¥3=1:0:0 gemeinsam. Die beiden Geraden y, =0 und y, = 0 
sind also Tangenten der Kurve, wahrend die Gerade yg = 0, wie be- 
hauptet, durch die beiden zugehérigen Berithrungspunkte lauft. Im 
Fall der ovalen Kurve ist das 
2 limaginér) so bestimmte Dreieck vollig 


Abb, 60. 


7 


a reell (Abb. 60). Im Fall der 
limagtnir) nullteiligen Kurve besteht es 
a4 aus einem reellen Punkt und 

i Bo AE ones & limagingr) einer nicht durch diesen Punkt 
Be ne ue ) laufenden reellen Geraden, die 
‘ eed zueinander in bezug auf den 


nullteiligen Kegelschnitt in 
dem Verhaltnis von Pol und Polare stehen; die beiden anderen Seiten 
und genau so die beiden anderen Punkte des Dreiecks sind je zu- 
einander konjugiert imaginar (Abb. 61). 

Um die Gleichungen der Kollineationen aufzustellen, die den Kegel- 
schnitt: y3 — y, y3 = 0 in sich selbst iiberfiihren, schlagen wir das fol- 
gende Verfahren ein. Wir erfiillen zunachst die Gleichung: y3 — y, v3 = 0 
durch den folgenden Ansatz: 


eS ae Vat eae 
y2 dy V3 hy 


oder, iibersichtlicher geschrieben: 


9 9 
OV= AM, O¥e=Aylg, OVZS= A. 
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Durch diese Parameterdarstellung wird jedem Punkte des Kegel- 
schnittes umkehrbar eindeutig ein bestimmter Wert 4=4,:A, zu- 
geordnet; wenn wir 4 alle reellen und komplexen Werte zuteilen, durch- 
laufen wir alle Punkte des Kegelschnittes. Im Falle der ovalen Kurve 
erhalten wir im besonderen fiir reelle Parameterwerte die reellen Kurven- 
punkte (Abb. 60). 

Wenn wir den Kegelschnitt durch eine Kollineation in sich selbst 
iiberfiihren, wird jedem Parameterwert 4 = A, : A, ein neuer Parameter- 
wert 4’ = 4%, : 4 zugeordnet. Wir behaupten, da diese Zuordnung 
durch eine lineare Substitution: 


(4d — By + 0) 


vermittelt wird. Den Beweis erbringen wir auf folgendem Wege. Durch die 
allgemeine Kollineation ey, = Sic,,¥, wird die Kurve: y3 — y,y3 = in: 


(Co1¥1 + Cop'Vo + Co3'V3)? — (C41'Vi + €y9.V8 + €43V3) (C511 + Cgn¥o + Cy3V3) = 0 
uberfihrt. Die betrachtete Kurve bleibt also dann und nur dann in- 
variant, d.h., die obige Gleichung nimmt dann und nur dann die Gestalt 


ys" — yiv3 =O an, wenn die Koeffizienten c,, der Kollineation die 
folgenden fiinf Bedingungen erfiillen: 


3 : 

C51 = C44 C31 2 C54 Cop = C44 C39 + Cy9C51» 
a, 9 aa 

C93 = C43 C33, 2 Cy9 Coz = Cy0C33 + Cig Cao, 


C59 + 2024 Cog = Cy C33 + Cy9C39 + C49 Cay - 
A ; 4 : : 
Die Parameter 4 = a und 4’ = on sind nun durch die Gleichungen 
festgelegt: 2 3 
Onr=4, eM =h, 
OVe=AAy, OV =A, 
O¥=4%, oy = 2 
und erleiden somit bei der betrachteten Kollineation oy, =»>i C,,¥, des 
Kegelschnittes die Substitution: 
QM = Cy Ay? + ya Ai Ab + C4543”, 
Ay Ag= Cy, Aq” + Cop At AS + Cag 9”, 
QMS = Cay Ay” + Cyp Ai A + C533”, 
wobei die c,, die oben angegebenen fiinf Bedingungen erftillen. Durch 
Division erhalten wir aus den beiden ersten Gleichungen: 
Ay ae Cy A? + Cy’ + 3 
| hy Cy A"? + Cop’ + Cog 
Eine entsprechende Gleichung kénnen wir durch Division aus den 
beiden letzten Gleichungen gewinnen; es ergibt sich unmittelbar, daB 
die beiden so gewonnenen Substitutionen von 4 infolge der oben auf- 


7* 
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gestellten Koeffizientenbedingungen miteinander identisch sind. Wir 
denken uns nun Zahler und Nenner des obigen Bruches in  Linear- 
faktoren zerspalten und nehmen zuniachst an, da8 sich kein Linear- 
faktor fortkiirzen lieBe. Dann wiirden aber die beiden Punkte 4’, fiir 
welche die Linearfaktoren des Zahlers verschwinden und fiir welche 
nach unserer Annahme der Nenner ungleich Null ist, dem Punkt 2 = 
zageordnet sein. Dies ist jedoch unméglich, da unsere Kollineation 
jedem Punkt 4 einen und nur einen Punkt 4’ zuordnet. Aus diesem 
Widerspruch folgt, daB8 sich ein Linearfaktor fortkiirzen lassen muB, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist}). 
Die lineare Substitution: 


a ad a p , a 
ander ange (ad — By + 0) 
kénnen wir bei Verwendung der homogenen Koordinaten 4 = 4, 
und 2’ = 4; : 44 in der Form schreiben: 


oh, = al + BS, 


oh, = yh, + 023. (0B hae 


Wenn wir nun von den Parameterwerten 4 und 4’ durch die S. 99 
angegebenen Formeln wieder zu den Punktkoordinaten y, und yj, itber- 
gehen, erhalten wir die folgenden Substitutionen: 


ety, =e =(a4, + BA)? =oe{ay+ 2aBy+ p45}, 
007 V_ = CA A,= (a4, +825) (y Aj + 625) =o{a vV4 +(«d+fy)y3 +f dys}, 
oy, = 0A, =(y4 + 64)? a0 ryt 2ydy_-+ A245}. 


Die hiermit aufgestellten Formeln ordnen jedem Punkt des Kegel- 
schnittes: y3 —,y3 = 0 einen zweiten Punkt desselben Kegelschnittes 
zu. Die Gesamtheit der Kollineationen, welche den Kegelschnitt 
y3 — ¥13 = 0 in sich selbst iiberfiihren, besitzt also die Gestalt: 


Kollineationen des Kegelschnittes v3 —yyV3 = 0 in sich: 


0%, = oy + 20 By3+ BPys, 
OV, = ay + (Kd + By) ¥e+ dm, («6 — By + 0) 
Os See Ver 2ydye+ Oy. 


Da es nur auf die Verhdltnisse a :/: 7:6 ankommt, bilden diese 
Kollineationen eine Gruppe, die von 6 reellen oder 3 komplexen Para- 
metern abhangt. Die Determinante dieser Substitutionen ist, wie eine 
einfache Ausrechnung ergibt, gleich («6 — fy)8 und kann infolge der 
Beziehung: «6d — fy + 0 nie verschwinden. 

B. Reelle Kollineationen. Die bisherigen Uberlegungen dieses Para- 
graphen behandelten reelle und imaginare Elemente als gleichwertig. 

1) Funktionentheoretisch la8t sich dieser Schlu8 kurz folgendermaBen 


fassen: Die Transformation ist fiir alle reellen uid komplexen Werte von 7 ana- 
lytisch und eineindeutig, also linear. 
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Wenn wir weiter zur Berticksichtigung der Realitatsunterschiede iber- 
gehen, miissen wir ovale und nullteilige Kurven getrennt untersuchen. 
Wir stellen deshalb zundchst die Kollineationen auf, welche die ovale 
Kurve «7 + +2 —«¢=0 in sich selbst iiberfiihren. Indem wir von 
den y, durch die auf S. 98 angegebenen Substitutionen wieder zu den 
x, ubergehen, erhalten wir die Transformationen: 


O (% + %5) = 07(xg + xy) + 2a Ba, + P(— x + *5) usw. 
Hieraus ergibt sich durch geeignete Ordnung und Hineinziehen eines 
Faktors 2 in die Proportionalitatskonstante 0: 


Kollineationen des ovalen Kegelschnittes xj + x3 — x3 = 0 im sich 
(erste Form): 
lg es 2(a%y—f 0) x5 + 2(ay + Bd) x, 
0%, = 2(a 8 — yd) ay + (a? — BP — y? + 0%) + (a* + 
“= 2 (0B + 70) 4+ (a? — BP + y? — 0) x + (0? 4 
D=8(a6— By)? + 
Fiir spatere Untersuchungen (S. 109) benétigen wir noch eine andere 
Form dieser Gleichungen, welche sich durch die Substitution: 


&=d+tc, P=a—b, y=a+d, db=d—c 


(nach Fortkiirzen von Faktoren 2) in der folgenden Gestalt ergibt: 


Kollineationen des ovalen Kegelschnittes xi + x3 — x3 == 0 in sich 
(zweite Form): 


ox, =(a — B? — ce? + d*) x, + AN ae 2(ad-+ bc)xs, 
OX — 2(ac — bd)x,+(—a@— + c? + d?)x5 2(—ab-+cd)xs, 
0%, = 2(ad — bc)x, + 2(ab + cd)xh+(a?+b?+c? + d?)x5, 


D=(-@+0—c4 @)2+0 


Fir die nullteiligen Kurven erhalten wir durch dieselben Uber- 
legungen oder, indem wir x, und #4 durch 7x, und 7x5 ersetzen: 


Q% = 2(40+ By)xy+ 2(ay — Bd)x + 21(%y+f0)xs, 


0%, = 2(aP—yo)my+ (a — pP—y? + Oxy +t(a? + P—y— 0) x5, 
Q% =21(—& B — yd)x +1(—a? + B? — 7? + 0?) xg (0? + P+ y? +0?) 4%, 
Die Determinante ist, wie man am einfachsten durch Vergleichen mit 
der Determinante der Kollineationen einer ovalen Kurve in sich fest- 
stellt: D = 8(«6 — Py)? +0. Wenn wir erreichen wollen, da8 sich die 
reellen Kollineationen, die in den obigen Formeln enthalten sind, fir 
reelle Parameterwerte ergeben, miissen wir eine geeignete Substitution: 
a=d—ic, P=—b—ia, y=b—ia, b=d+ic 


vornehmen. Hierdurch ergibt sich nach Fortkiirzen von Faktoren 2: 
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Kollineationen des nullteiligen Kegelschnittes x; + x3 + x3 = 0 in sich?): 


0%, =(—@@—-P4 e+e) + 2(—ac bd 2(ad + be)xs, 
0%) = 2(—ac — bd)x, +(a2—B2—c? + d?)x6 + 2(—ab + cd)x3, 
Oe 2(—ad-+be)xit+ 2(—ab—cd)x,+(—a? + b?—c? + d*)xs, 


D=(@+R ++ d)3 +0. 


Wir haben. damit das folgende Resultat erhalten: Jeder nullteilige 
und jeder ovale Kegelschnitt der Ebene bestimmt je eine Gruppe von ov® 
imagindren und co reellen Kollineationen?), durch die er in sich selbst 
tiberfihrt wird. Die Gruppe der ~® imagindren Kollineationen bildet 
in beiden Fallen eine einzige zusammenhdingende Schar. Die oo® reellen 
Kollineationen eines nullteiligen Kegelschnittes in sich besitzen dte- 
selbe Eigenschaft (da hier die Determinante fiir reelles a, b,c,d 
stets gréfer als Null ist), wahrend die oo reellen Kollineationen eines 
ovalen Kegelschnittes in sich in zwei getrennte Mannigfaltigkeiten: D = 
(—a? + 0? — c? + d*)3 > 0 und <0 zerfallen’). 

Geometrisch kénnen wir die beiden Arten von reellen Kolli- 
neationen eines ovalen Kegelschnittes folgendermafen unterscheiden. 
Die projektive Ebene ist eine einseitige Flache, auf welcher die Gruppe 
aller reellen Kollineationen eine einzige zusammenhangende Schar bildet 
(S. 24). Durch die Untergruppe derjenigen reellen Kollineationen, die 
einen ovalen Kegelschnitt invariant lassen, kann nun zunachst kein 
Punkt, der im Inneren des Kegelschnittes liegt, in das AuBere iiber- 
fihrt werden; denn von einem innern Punkt gehen zwei ‘konjugiert 
imaginére Tangenten an den Kegelschnitt, von einem auSern Punkt 
zwei reelle, und diese Tangenten und somit auch die zugehérigen Punkte 
k6énnen nicht durch reelle Kollineationen der betrachteten Art inein- 
ander transformiert werden. Das innere Gebiet eines ovalen Kegel- 
schnittes ist aber ein einfach berandetes gewdhnliches Flachen- 
stiick, das nicht mehr wie die projektive Ebene einseitig ist*). Wir 
k6énnen hier genau wie auf der geraden Linie und im Raum zwischen zwei 
Arten von Kollineationen unterscheiden, da sich zwei entgegengesetzte 
Drehsinne nicht mehr kontinuierlich ineinander iiberfiihren lassen. Die 
so erhaltenen beiden Arten von Kollineationen werden wir spater 
als Bewegungen und Umlegungen unterscheiden (vgl. S. 187), je nach- 


1) Diese Substitutionen spielen in der Mathematik eine besonders wichtige 
Rolle; sie werden als terndve orthogonale Substitutionen bezeichnet. 

2) Das heiBt nach S. 46, daB diese Kollineationen von 6 bzw. 3 reellen Para- 
metern abhangen. 

3) Die Determinanten D, deren Vorzeichen hier ausschlaggebend sind, be- 
ziehen sich auf die im Text angegebenen speziellen Parameterdarstellungen; 
wenn wir auch andersartige Parameterdarstellungen zulassen, wird das Vor- 
zeichen der zu einer festen Kollineation gehérigen Determinante D in Uber- 
einstimmung mit S, 23 unbestimmt. 

4) Das AuBengebiet ist genau wie die ganze projektive Ebene einseitig. 
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dem sich das durch die Kollineation erzeugte Abbild eines Drehsinnes 
in den alten Drehsinn iiberfithren 1a8t oder nicht. 

Durch einen nullteiligen Kegelschnitt wird im Gegensatz hierzu die 
reelle projektive Ebene nicht zerschnitten; die Einseitigkeit bleibt also 
in diesem Fall erhalten, und die zugehérigen Kollineationen bilden eine 
zusammenhangende Schar. Im Sinne der eben eingefiithrten Termino- 
logie ist also jede Kollineation eines nullteiligen Kegelschnittes in sich 
eine Bewegung; Umlegungen existieren hier nicht. 

C. Die invarianten Elemente. Zur anschaulichen Erfassung der 
Kollineationen, die einen Kegelschnitt in sich iiberfiihren, klassifizieren 
wir diese Transformationen zunachst nach den invarianten Elementen. 
Wir beginnen mit dem Beweis des Satzes: 

Bei einer Kollineation eines Kegelschnittes in sich bleiben entweder 
alle oder zwei Punkte oder ein doppelt zihlender Punkt des Kegelschnittes 
invariant. In der Tat erleiden die Kurvenpunkte, die wir durch den Para- 
meter 4=4/,:4, festgelegt haben, bei diesen Kollineationen eine 
lineare Substitution (vgl. S. 99): 


lea («8 — By +0) 


so da die gesuchten festbleibenden Punkte durch die Gleichung: 2’ = 
oder: y 42 — (« — 6) 46 =0 bestimmt sind. Durch die Diskussion dieser 
Gleichung, die der Leser fiir sich durchfiihren mége, ergibt sich aber: 
Die angegebene lineare Substitution bestimmt, wenn (x — 0)?+4By +0 
ist, zwet verschiedene Werte 4, die in sich selbst tiberfiihrt werden. Wenn 
(« — 0)2+ 4fhy=0, aber B oder y + 0 ist, gibt es nur einen einzigen 
(doppelt zahlenden) derartigen Wert. Wenn schlieBlich B= y =& —d=0 
ist, besteht die Substitution aus der Identitét 1 = 2', die alle Werte A in 
sich selbst tiberfiihrt4). Damit ist unser Satz bewiesen. 

Wenn insbesondere die Kollineation, die einen ovalen oder null- 
teiligen Kegelschnitt in sich tiberfiihrt, veell ist, miissen im Fall zweier 
invarianter Punkte auf dem Kegelschnitt diese entweder konjugiert 
imaginar oder beide reell sein, wahrend ein doppelt zahlender Punkt 
stets reell sein mu8. Bei den ovalen Kurven, fiir die «, f, y, 6 bei reellen 
Kollineationen ebenfalls reell sind, kénnen alle drei Falle eintreten. Bei 
den nullteiligen Kurven kénnen dagegen keine reellen Fixpunkte (also 
auch kein doppelt zahlender Fixpunkt) auftreten, da die nullteilige Kurve 
keine reellen Punkte besitzt. Wir fassen zusammen: Eine reelle Kolli- 
neation eines ovalen Kegelschnittes in sich, die nicht die Identitat ist, besitzt 
entweder zwei reelle oder zwei konjugiert imaginare oder schlieBlich einen 


1) Wir heben hierbei hervor, daB im Falle y = 0 der Wert 2 = oo in sich 
selbst iiberfiihrt wird; diesen Wert miissen wir mitzahlen, da das Verhialtnis 
4=4,:4,=1:0 einen Kurvenpunkt ergibt, der mit den anderen Kurven- 
punkten gleichberechtigt ist. 
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doppelt zahlenden reellen Fixpunkt auf dem invarianten Kegelschmitt. Bet 
einer reellen Kollineation eines nullteiligen Kegelschnittes, die nicht die 
Identitét ist, treten dagegen stets zwet konjugiert imaginare Fixpunkte auf. 
Weitere Fixpunkte sind auf dem Kegelschnitt nicht vorhanden. 

Im allgemeinen Fall, in welchem zwei verschiedene Punkte der ge- 
gebenen Kurve fest bleiben, miissen die Tangenten dieser beiden Punkte 
und ihre Verbindungslinie in sich selbst tiberfiihrt werden. Diese drei 
geraden Linien bestimmen das sog. imvariante Dreieck der Kollineation, 
das zum Teil imaginare Elemente enthalten kann4). Der Schnittpunkt 
der beiden Tangenten ist der dritte Fixpunkt, den eine Kollineation in 
der Ebene nach S. 29 im allgemeinen besitzen mu8. Wenn bei der Kolli- 
neation ein doppelt zahlender Fixpunkt auf dem Kegelschnitt fest 
bleibt, artet das invariante Dreieck in eine (dreifach zahlende) gerade 
Linie mit einem auf ihr liegenden (dreifach zahlenden) Punkte aus. 

Bei den betrachteten Kollineationen werden aufer dem vorgelegten 
Kegelschnitt noch andere Kurven in sich selbst viberfihrt. Um diese zu 
bestimmen, fiihren wir projektive Koordinaten ein, die auf das invariante 
Dreieck bezogen sind, wobei wir voraussetzen, daB das Dreieck nicht 
ausgeartet ist. In diesem Koordinatensystem miissen unsere Kolli- 
neationen die einfache Gestalt annehmen: 


OVy = Cy Vi, OVe= Co9¥2, OV3 = Cy3V3, (D = C4, Cop C33 + 0) 
da nur dann jede der drei Geraden y, = 0, yg = 0 und ys = 0 in sich 
selbst tiberfiihrt wird. Durch Umkehrung des auf S. 98 angegebenen 
Beweises folgt, daf in dem angegebenen Koordinatensystem der in- 
variante Kegelschnitt die Gleichung: y3 — ky,y3 = 0 besitzen muB, 
wobei & eine bestimmte Konstante ist, die von der Wahl des Einheits- 
punktes abhangt. Durch die angegebene Kollineation wird diese Kurve 
in: chys? — Rey C53, = 0 tiberfithrt. Sie bleibt also dann und nur 
dann invariant, wenn die Koeffizienten der Kollineation noch die 
Bedingung: c3 — ¢,¢3,; = 0 erfiillen. Dann geht aber nicht nur die 
betrachtete Kurve: 3— ky,y3=0, sondern jede Kurve von der 
Gestalt: y3 — ky,y3 = 0 in sich selbst iiber. Alle diese Kegelschnitte 
beriihren die beiden Koordinatengeraden in denselben Punkten, wie 
die invariante Kurve. Diese Kurvenschar besitzt je nach den Reali- 
tatsverhaltnissen des invarianten Dreiecks ein sehr verschiedenes Aus- 
sehen (vgl. Abb. 62 und 63). 

Wenn zuniachst bei der ovalen Kurve die beiden auf dieser Kurve 
liegenden Fixpunkte reell sind, sind auch alle Bestandteile des invarianten 
Dreiecks reell (Abb. 62, in welcher der ovale Kegelschnitt und 


1) Das invariante Dreieck einer Kollineation ist ein Tangentialdreieck des 
gegebenen Kegelschnittes, das aber bei den ovalen Kurven andere Realitats- 
eigenschaften als die auf S. 98 betrachteten Tangentialdreiecke besitzen kann 
(vgl. S. 105). 
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das betrachtete invariante Dreieck dick ausgezeichnet sind). Die 
Kurvenschar verlauft folgendermaBen: Der invariante’ Kegelschnitt 
(hier als dick ausgezogene Ellipse 
wiedergegeben) weitet sich zunachst 
immer mehr auf und geht iiber eine 
Parabel in Hyperbeln iiber, die 
schlieBlich in ein Geradenpaar, eben 
das invariante Tangentenpaar der 
Kollineation, ausarten. Sodann er- 
halten wir in dem anderen Winkel- 
raum des Geradenpaares weitere Hy- 
perbeln, welche immer schmaler wer- 
den, bis ihre reellen Punkte in einen 
Teil der Verbindungsgeraden der 
beiden invarianten Kegelschnitts- 
punkte zusammenfallen). Darauf 
springen die Kurven auf den anderen 
Teil der geraden Linie iiber, der sich 
zu Ellipsen aufweitet, die schlieB- 
lich wieder in den invarianten Kegel- 
schnitt tibergehen. Auf die Bedeu- 
tung der iibrigen geraden Linien, die 
in Abb. 62 angegeben sind, werden 
wir in Abschnitt D eingehen. 
Wenn die beiden Fixpunkte der 
ovalen Kurve konjugiert imaginar 
sind, erhalten wir das Bild der 
Abb. 63. In diesem Fall ist von 
dem invarianten Dreieck nur dieVer- 
bindungslinie der beiden konjugiert 
imagindren Fixpunkte auf dem 
Kegelschnitt und der gegeniiberlie- 
gende Eckpunkt reell. (Diese beiden 
Elemente stehen dabei in dem Ver- 
haltnis von Pol und Polare.) Die be- 
trachtete Kurvenschar besteht zu- 
nachst aus Ellipsen, die den Fixpunkt 
im Innern der fundamentalen Kurve 
umschlieBen ; die Ellipsen gehen dann 
tiber eine Parabel in Hyperbeln 
iiber, die sich von beiden Seiten der ; 
reellen Verbindungsgeraden der bei- Abb. 64. 


1) Die tibrigen Teile der geraden Linie sind die Grenzlagen imaginarer Kur- 
venpunkte. : 
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den Fixpunkte immer mehr anschmiegen und endlich in dieselbe 
ubergehen. 

Der Ubergang zwischen zwei reellen und zwei konjugiert imaginaren 
Fixpunkten wird durch einen doppelt zahlenden Fixpunkt gebildet. 
Durch geeignete Abanderung der obigen Uberlegungen kann man das 
Resultat ableiten, daB alle Kollineationen, die eine ovale Kurve mit 
doppelt zahlenden Fixpunkt in sich selbst iiberfiihren, zugleich auch 
alle Kegelschnitte invariant lassen, welche die ovale Kurve in dem 
betrachteten Fixpunkt vierpunktig berithren. Diese Kurvenschar hat 
das in Abb. 64 angegebene Aussehen, das nach den fritheren Uber- 
legungen keiner Erlauterungen bediirfen wird. Wenn y; — vy, v3 = 0 
die Gleichung des Kegelschnittes und 1, 0, 0 der doppelt zahlende Fix- 
punkt ist, sind diese Kurven durch die Gleichung: y; — y, v3 + ky; =0 
gegeben; denn der einzige Punkt, den eine dieser Kurven mit dem 
Kegelschnitt gemeinsam hat, ist der Punkt y, = 0, y. = 0. 

Bei den reellen Kollineationen der nullteiligen Kurve in sich, die 
nicht mit der Identitat zusammenfallen, sind nach S. 104 stets zwei 
konjugiert imaginaére Fixpunkte vorhanden. Die betrachtete Kurven- 
schar besitzt stets das in Abb. 63 angegebene Aussehen; nur ist jetzt 
im Reellen keine Kurve ausgezeichnet. 

D. Die Auffassung der Kollineationen als Drehungen. Mit Hilfe 
der Uberlegungen des vorigen Abschnitts kénnen wir leicht eine an- 
schauliche Vorstellung von den betrachteten Kollineationen gewinnen. 
Untersuchen wir zunachst die Kollineationen der ovalen Kurve mit zwei 
reellen Fixpunkten auf der Kurve! Die Gleichungen dieser Kollineationen 
haben, auf das zugehGrige invariante Dreieck bezogen, die folgende Gestalt: 


OV = Cu Vis OV2= Coo, QV3= Cag V3- (D= C41 Cy9C35+0, Ce = C43 C5) 

Bei allen diesen Kollineationen kénnen wir ohne Einschrankung der 
ee : ; ie 1 

Allgemeinheit cs, = 1 setzen. Dann ergibt sich fiir cy, >1, C33 = — 
c 


eine Schar von Kollineationen, welche sich kontinuierlich an die Iden- 
titat cy; = 1, C3, = 1 anschlieBen; genau so erhalten wir fiir 0 < cy, <1, 


C33 = — eine zweite derartige Schar. Die Kollineationen, die sich fir 


C4, <0 ergeben, lassen sich dagegen nicht mehr kontinuierlich in die 
Identitat iiberfiihren, da der Wert c,, = 0 ausgeschlossen werden muB. 
Die ersten beiden Arten von Kollineationen kénnen wir erzeugen, indem 
wir von der Identitat ausgehend die Punkte der Ebene auf den eben 
untersuchten Kurven kontinuierlich entweder in der Richtung der Pfeile 
(Abb. 62) oder in der entgegengesetzten Richtung bewegen, wobei wir 
in jedem Moment eine Kollineation der betrachteten Art vor uns haben. 
Fiir c,, <0 erhalten wir dagegen die sog. Umlegungen (vgl.S.102), die 
wir hier nicht naher betrachten wollen. 
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Um einen Uberblick dariiber zu gewinnen, um wieviel die einzelnen 
Punkte bei einer bestimmten Transformation wandern, ziehen wir durch 
den Schnittpunkt der beiden Tangenten eine gerade Linie und wenden auf 
sie immer wieder dieselbe Kollineation an. Wenn diese Gerade durch 
das Innere des Kegelschnittes lauft, nahert sie sich dabei (etwa in der 
Richtung der Pfeile, Abb. 62) unbegrenzt einer dieser beiden Tangenten, 
ohne sie je zu erreichen. (In der Abbildung sind diejenigen Linien, die 
zu nahe der Tangente verlaufen, nicht mehr eingezeichnet.) Wenn wir 
sodann die inverse Kollineation vornehmen, nahert sich die gerade Linie 
in derselben Weise allmahlich der anderen Tangente. Bei den reellen 
Kollineationen kommen dabei die Punkte der geraden Linie nie aus 
dem angegebenen Winkelraum, in dem das Innere des ovalen Kegel- 
schnittes liegt, in den anderen Winkelraum hinein. Um einen Uber- 
blick tiber die Transformationen der Punkte auch im zweiten Winkel- 
raum zu erhalten, miissen wir in diesem eine zweite Gerade durch den 
Schnittpunkt der beiden Tangenten ziehen und auf diese Gerade 
dieselben Kollineationen wie vorhin erst nach der einen und dann 
der anderen Richtung hin anwenden, wobei sich wieder die Gerade 
immer mehr einer der beiden Tangenten des Fixpunktes niahert. 
Bei der betrachteten Kollineation wird nun jede dieser Geraden ent- 
weder in der Richtung der Pfeile oder in der entgegengesetzten Rich- 
tung in die nachstfolgende Gerade iberfiihrt, so daB wir uns auch 
von der Bewegung aller anderen Punkte der Ebene ein ungefahres 
Bild machen kénnen. 

Entsprechende Uberlegungen lassen sich in den anderen Fallen 
durchfiihren. Die Resultate kann man ohne weiteres aus den Abb. 63 
und 64 ablesen. Insbesondere heben wir hervor, daB bei der Kolli- 
neation mit doppelt zahlendem reellen Fixpunkt (Abb. 64) nur eine 
einzige Tangente vorhanden ist, welche die Grenzlage der betrachteten 
’ Geraden bildet. Bei den Kollineationen mit konjugiert imaginaren Fix- 
punkten (Abb. 63) erhalten wir dagegen als Grenzlage zwei konjugiert 
imagindére Tangenten; hier wandern die reellen Punkte der Ebene 
auf geschlossenen Kurven, die sie bei steter Wiederholung der 
Kollineation beliebig oft durchlaufen. Man pflegt deshalb diese Kolli- 
neationen auch als Drehungen um den nicht auf der invarianten Kurve 
liegenden Fixpunkt zu bezeichnen. In iitbertragener Bedeutung pflegt 
man diese Bezeichnung auch auf die andern Kollineationen anzuwenden, 
obwohl diese zunachst keine Ahnlichkeit mit den euklidischen Drehungen 
zu besitzen scheinen (vgl. aberS.144, Anm.1). Nunmehr kénnen wir unsere 
letzten Ergebnisse folgendermaBen zusammenfassen: Eine reelle Kolli- 
neation eves ovalen Kegelschnittes in sich ist entweder eine Bewegung 
oder eine Umlegung; wir konnen drei verschiedene Arten von Bewegungen 
unterscheiden, je nachdem das Drehzentrum iim Innnern, auf dem Rande 
oder im Aufern des ovalen Kegelschnittes liegt. Eine reelle Kollineation 
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eines nullteiligen Kegelschnittes in sich 1st dagegen stets eine Bewegung, 
die wir als Drehung um den betrachteten reellen Fixpunkt der Kollineation 
auffassen Rénnen. 

E. Die Kollineationen, die ein ausgeartetes Gebilde in sich tiber- 
fiihren. Dieselben Uberlegungen wie fiir die nicht ausgearteten Kegel- 
schnitte lassen sich auch fiir die simtlichen ausgearteten Gebilde zweiten 
Grades der Tabelle S. 85 anstellen. Wir wollen uns aber auf die Be- 
trachtung des konjugiert imagindren Punktepaares: 

ae we e= 0 oder 47424, —= 0, .4,=—0 
beschranken; denn die zugehdérigen Kollineationen stehen, wie wir 
gleich zeigen werden, in einer merkwiirdigen Beziehung zu der eukli- 
dischen Geometrie. 

Die Kollineationen, welche das konjugiert imagindre Punktepaar 
in sich selbst iiberfithren, besitzen, wie man durch einen Vergleich mit 
den Formeln auf S. 94 feststellt, eine der beiden Gestalten: 


Eigentliche Kollineationen des | Uneigentliche Kollineationen des 
konj. mag. Punktepaares in sich: | kon]. imag. Punktepaares in sich: 
S / / * 
OX = Cy Xy — Cy XQ + Cy %5, OX = Cy Xy + Coy Xo + Cg %3, 
OX, = Coy X + Cy %3 + Cogs, OXy = Cy, X1 — Cy Xo + Cogs, 
OL C53 %3 | O43 C33.%3 - 


Wir erhalten also zwei vierparametrige Gruppen, entsprechend der Tat- 
sache, daB das konjugiert imaginare Punktepaar zu seiner Festlegung 
eine Konstante weniger bendtigt als die nicht ausgearteten Kurven 
(vgl. S. 96). 

Um eine anschauliche Vorstellung von diesen Kollineationen zu ge- 
winnen, ist es vorteilhaft, zu einem affinen. Koordinatensystem iiber- 
zugehen, indem wir die Verbindungslinie der beiden konjugiert imagi- 
naren Punkte als unendlich ferne Gerade auszeichnen. Wenn wir so- ~ 
dann die Quotienten x, : x, und %,: x, bilden, die affinen Koordi- 
naten 4 =4%,2%, und, y—2,:4%, eimfthren und ci,:¢,,—%) Cog: Cag — 70 
setzen, erhalten wir: 


C. Co C. C. 

6 = hag — hy 4 m, % = thy! 4 hy’ 4 om, 
O33 C33 C33 C33 
c c C. (es 

yee th gf pe yf em, ty es a a a eg 
C33 C33 . C33 C33 


Die Determinante der Koeffizienten von x’ und y’ betragt: 
Cy + Oh el ie chy + Oh 
a ae ea ae ean 

33 | 3g 
Fir reelle Parameterwerte ist somit die Determinante der eigentlichen 


Kollineationen stets positiv, die der uneigentlichen negativ. Wenn im 


D= 
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besonderen die Determinante der eigentlichen Kollineationen gleich 
+41 bzw. die der uneigentlichen gleich —1 ist: 

Cig = Ch + Ch, . C33 = Cy + C3, 
erhalten wir bei Bezugnahme auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 


x’, y’ die Bewegungen bzw. Umlegungen der euklidischen Geometrie. 
Diese lassen sich auch folgendermaBen schreiben: 


%=cospm:-x’ —sing-y +m, | x= cosp-x +singp-v+m, 
y=sing-x+cosp-y+n, | y=sing-x —cosm-y+n, 


Formelsysteme, die, wie man unmittelbar erkennt, mit den obigen 
Formeln aquivalent sind. Wenn die Determinanten D ungleich +1 
sind, erhalten wir die Ahnlichkeitstransformationen der euklidischen 
Ebene, welche den Winkel zweier Geraden unverdndert lassen, aber 
die Entfernung zweier Punkte mit einer fiir alle Punktepaare glei- 
chen Konstanten yD! multiplizieren. Die euklidischen Bewegungen 
und Umlegungen der Ebene haben also die Eigenschaft, das konju- 
giert imagindre Punktepaar: xj + *3=0,%,—=0 der unendlich fer- 
nen Gevaden in sich selbst zu wberfiihren. Die allgemeinsten Kolli- 
neationen, die diese Eigenschaft besitzen, sind die Ahnlichkeitstransforma- 
tionen. Wir werden spiater sehen, daB die Kollineationen.der nicht aus- 
gearteten Kegelschnitte in derselben Weise mit den Bewegungen der 
nichteuklidischen Geometrien identisch sind. 

F. Der Ubergang der verschiedenen Falle ineinander. Nach 
§ 6 des zweiten Kapitels kénnen wir die ovalen Kurven iiber ein kon- 
jugiert imaginares Punktepaar stetig in die nullteiligen Kurven iiber- 
fiihren (Abb. 53), indem wir in der Gleichung w+ 3+ eu; =0 


oder, was auf dasselbe herauskommt, in der Gleichung x; + x3 + : x=0 
E 


den Parameter ¢ tiber Null von negativen zu positiven Werten wber- 
fiihren. Hierbei miissen auch die zugehérigen Kollineationen kontinuier- 
lich ineinander tibergehen. Zur analytischen Darstellung fiihren wir 
in die Gleichungen der Kollineationen ebenfalls den Parameter ¢ ein, den 
wir fiir die ovalen Kurven, das konjugiert imaginare Punktepaar und 
die nullteiligen Kurven zunachst gleich —1 bzw. 0 und -++1 ansetzen. 
Die Kollineationen der ovalen Kurven (zweite Form, S. 101) und die der 
nullteiligen Kurven (S.102) kénnen wir dann in der folgenden Weise zu- 
sammenfassen : 


Ox, = (—ea? — ? + ec? + a) x, + 2(—eac + bd) x5 + 2(ad + be)xs, 

0%» =/2(—eac — bd) x, + (ea? — b? — ec? + d*) x5 + 2(—ab + cd)x3, 

OX, = 2e(—ad + bc)x, + 2e(—ab — cd) x5 +- (—ea® + b? — ec? + d*)x;, 
D=(e@+0?+ e+ d*)3+0. 


Nun fiihren die durch diese Gleichungen bestimmten Kollineationen 
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auch fiir beliebiges reelles « + 0 den Kegelschnitt x; + x3 + a x2 = Oin 
E 


sich tiber; denn man hat nur die Werte a- Viel durch aundc- Viel durch 
c zu ersetzen (die Bezeichnung der Parameter ist gleichgiiltig), um durch 
einen Vergleich mit den Formeln fiir die Kollineationen eines null- 
teiligen (¢ > 0) bzw. ovalen (¢ < 0) Kegelschnittes in sich (S. 102 bzw. 101) 
zu sehen, daf die so erhaltenen Substitutionen wirklich die Gleichung 


9 9 4 9 Q . > 
+x + = 0 in sich transformieren. 
Fiir ¢ = 0 ergeben sich die Kollineationen: 


0% =(—P +a) 4+ 2bd x3+ 2(ad+be)xs, 
OX%,= —2bd x, +(—b?+d?)x6+2(—ab+ted)x, D=(b+d?)? +0, 
Q%3= (2°-+-d?) xs, 
welche, wie man leicht erkennt, das konjugiert imaginare Punktepaar 
x, +%,=0, x; = 0 invariant lassen. In affinen Koordinaten lauten 
diese. Gleichungen: 
pots = bE ae Loe (2bd_, 
ape cern aba eee 
2bd , —BP+a@ , 
1 A igen gree ie 
und dies sind die Bewegungen der euklidischen Geometrie bei Bezug- 
nahme auf rechtwinklige Koordinaten x’, v’. Damit haben wir zugleich 
eine rationale Darstellungsart der euklidischen Bewegungen kennen- 
gelernt. 

Bei dem vorgenommenen Grenziibergang ¢> 0 ist zu beachten, daB 
fiir negative Werte von «, die geniigend nahe an Null liegen, die Deter- 
minante D = (ea? + b?+ ec? + d?)3 stets gréBer als Null ist (wir 
setzen entweder 6 oder d+0 voraus, damit die Kollineation beim 
Grenziibergang ¢—0 nicht unbestimmt wird). Wir haben also die Be- 
wegungen einer ovalen Kurve in sich mit den Kollineationen nullteiliger 
Kurven zusammengefaBt und kénnen sie tiber die Bewegungen der eu- 
Rlidischen Geomeirie stetig ineinander iiberfihren. 

Wenn wir in derselben Weise auch die Umlegungen der euklidischen 
Geometrie erhalten wollen, miissen wir die Kollineationen der ovalen 
und nullteiligen Kurven in der folgenden Form zusammenfassen: 
ox, = (—a@ — eb? + 2 + ed?) x +2(—ac-+ ebd)x, + 2(—ad — bc) x5, 
0%, = 2(—ac — ebd)x, + (@ — eb? — Cc? + ed?) x3 + 2(ab — cd) x5, 

OX, = 2e(ad — bc) x} + 2e(ab + cd) xy + (—a@ 4+ &€b? — C2? + €d*) x5, 
D=(@+ 6%? + c? + ed?)8 + 0. 

Fir negatives ¢ erhalten wir hieraus die Umlegungen ovaler Kurven in 

sich (zweite Form), fir « = 0 die Umlegungen der euklidischen Geo- 

metrie und fiir positives ¢ die Kollineationen nullteiliger Kurven in sich. 
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Nur sind jetzt die Parameter anders als auf S.104 und 102 bezeichnet ; im 
ersten Fall ist namlich @ durch —@ ersetzt (wir erhalten also jetzt die 
Umlegungen fiir positive Determinanten) und im letzten Fall a und c 
durch —a und —c. 


§ 3. Der dreidimensionale Fall. 


A. Die komplexen Kollineationen, die ein nichtausgeartetes Ge- 
bilde in sich tiberfiihren; die Schiebungen. Die Gleichungen der drei 
nichtausgearteten Flachen zweiten Grades nehmen bei Bezugnahme auf 
ein geeignetes Polartetraeder die folgende Gestalt an: 

Ringartige Flache: Ovale Fliche: Nulltetlige Fliche: 
ai 3 —x3— 9g =O. | test ag—ag—O0. | a+x3+%3+44=0. 


Wir fihren nun genau wie auf S. 75 und 77 die Transformationen aus: 


OM= %4+%3, OM= %+1%, OVy=  %y+1%5, 
OVe= Xa %q, pa 4|@2= Xy- Mas pe ess OVe= Hat as Dank 
CYS a a5 |OVs= %1—t%, OV3s= %—t%3, 
ONs=—Xy+%q. OVs=—X%yt+ %Xq- |QVa= —X%_+t%q- 


Hierdurch gewinnen die Gleichungen aller drei obigen Flachen die ge- 


meinsame Gestalt: 
ViV3 — VoVe = 0. 


Diese kénnen wir durch die beiden folgenden Parameteransitze be- 
friedigen: 


Vy a, } Vo Ay 2 
= 2 a ? ) i 4 > 
Va 2 Y3 2 
und: 
vy. 
5 Pgs 4a yy, 
Ve He ¥3 Me 


welche wir in der folgenden symmetrischen Weise zusammenfassen: 


OV =Ayey,  OV2= Aye, O¥3=Agbe, OVse=AgMy- 
Geometrisch wird durch die Angabe der beiden Werte 4 und 4 je eine 
Erzeugende der ersten Schar und eine der zweiten Schar festgelegt. 
Diese beiden Geraden haben einen Schnittpunkt gemeinsam, der somit 
eindeutig durch die beiden Werte 4 und « bestimmt ist. 

Wenn nun die betrachtete Flache durch eine Kollineation in sich 
selbst transformiert werden soll, mu jede gerade Linie, die auf dieser 
Flache verlauft, wieder in eine gerade Linie mit derselben Eigenschaft 
iiberfiihrt werden. Da auf der Flache zwei kontinuierliche Scharen von 
Geraden liegen, kénnen wir von vornherein zwei verschiedene Arten 
von Kollineationen unterscheiden: Die ,,eigentlichen Kollineationen‘, 
welche jede der beiden Scharen von geraden Linien in sich selbst iiber- 
fiihren, und die , wneigentlichen Kollineationen“, welche die beiden Scharen 
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miteinander vertauschen?), Sowchl durch die eigentlichen wie auch die 
uneigentlichen Kollineationen wird nun jeder reellen oder imaginaren 
Geraden 2 der ersten Schar umkehrbar eindeutig eine Gerade /’ der 
ersten bzw. 4’ der zweiten Schar zugeordnet. Durch eine entsprechende 
Uberlegung wie in der Ebene (S. 99) ergibt sich, daB diese Werte 
durch eine lineare Funktion mit nicht verschwindender Determinante 
zusammenhangen. Wir erhalten somit: 
Gleichung einer eigentlichen Kollineation: 


ee ers ele (0 Pea 
yh + 0 cw +d (ad — bc=0) 
Gleichung einer uneigentlichen Kollineation: 
eae fe eee eee eae!) 
; yh + 6° cw +d (ad — bc +0) 


Auf S. 1414 und 115 werden wir sehen, daB jede dieser Transformationen 
der Flache in sich eindeutig eine zugehGrige Kollineation des Raumes 
bestimmt. 


Wir betrachten zunichst die eigentlichen Kollineationen. Jede 
derartige Kollineation kénnen wir aus zwei besonders einfach gebauten 
Kollineationen der folgenden Gestalt zusammensetzen: 


, ap’ +b 
(= 

cu +d 
Bei der ersten Kollineation gehen samtliche Erzeugende der zweiten Schar 
in sich tiber, wahrend die Erzeugenden der ersten Schar so verschoben 
werden, da ihre Punkte auf den Erzeugenden der zweiten Schar 
wandern (vgl. Abb. 65, in der eine Erzeugende der ersten Schar und 
ihr Abbild wiedergegeben ist). Entsprechend wandern bei der zwei- 
ten Kollineation alle Punkte der Flache auf den Erzeugenden der 
ersten Schar, deren sdmtliche Gerade in sich selbst iiberftthrt werden 


4 ok 8 


/ a7 4, 
oe — unde 
y V es } ? I / > 


1) Auch hier besitzt die Unterscheidung zwischen eigentlichen und uneigent- 
lichen Kollineationen nur einen Sinn in bezug auf ein gegebenes invariantes quadra- 
tisches Gebilde (vgl. die Anmerkung S. 94). Allgemein kénnen wir in Mannig- 
faltigkeiten von ungerader Dimensionenzahl (z. B. gerade Linie und Raum) stets 
zwischen derartigen eigentlichen und uneigentlichen Kollineationen unterscheiden, 
wahrend wir in Mannigfaltigkeiten von gerader Dimensionenzahl (z. B. der Ebene) 
im komplexen Gebiet nur eine einzige zusammenhangende Schar von Kollineationen 
eines quadratischen Gebildes in sich erhalten. Denn die héchstdimensionalen 
Grundgebilde, die auf einer nicht ausgearteten Hyperflache zweiten Grades 
liegen, bilden in Mannigfaltigkeiten von gerader Dimensionenzahl eine einzige Schar, 
wahrend sich bei ungerader Dimensionenzahl zwei verschiedene Scharen ergeben 
(vgl. S. 80); im letzten Fall kénnen daher die beiden Scharen durch die betrachteten 
Kollineationen entweder vertauscht werden oder nicht, wahrend bei gerader 
Dimensionenzahl diese Unterscheidungsméglichkeit fortfallt. 
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(Abb. 66). Diese beiden Arten von Kollineationen wollen wir als 
Schiebungen erster bzw. zweiter Art bezeichnen. Jede eigentliche Kolli- 
neation liBt sich also durch eine Schiebung erster Art und eine nach- 
folgende Schiebung zweiter 
Art erzeugen. 

Aus der Definition 
der Schiebungen folgt nun 
unmittelbar, daB die bei- 
den Schiebungen, in der 
umgekehrten Reihenfolge 
ausgefihrt, genau dasselbe 
Ergebnis liefern. Infolge- 
dessen ist es gleichgiiltig, 
welche Schiebung wir zu- 
erst vornehmen. Zwei 
Operationen, welche diese . 65. Abb. 66. 
Eigenschaft besitzen, wer- 
den miteinander vertauschbar genannt. Im Gegensatz hierzu sind zwei 
Schiebungen derselben Art im allgemeinen nicht miteinander vertausch- 
bar. Denn wenn wir die beiden Schiebungen: 


. ad + B 2 oh pr 
a A > ray pares 
yi +0 


einmal in der angegebenen Reihenfolge und dann in der umgekehrten!) 

zusammensetzen, erhalten wir im allgemeinen verschiedene Ergebnisse. 

Mit den uneigentlichen Kollineationen brauchen wir uns nicht 

naher zu beschaftigen, da wir sie unmittelbar auf die eigentlichen 
Kollineationen: ew Mite 

ad 47 ? A= veo 28 

Cty vie + 0 


zarickfiithren kénnen, indem wir diese mit einer speziellen uneigent- 
lichen Kollineation, etwa: 
ae ae te uw a. Ree 
leg =} 


zusammensetzen. 


Bis jetzt haben wir die Kollineationen einer nichtausgearteten 
Flache in sich nur auf der Flache selbst betrachtet. Die Erweiterung 
auf den Raum ergibt sich auf demselben Wege wie im Fall der Ebene 
(S. 100). Die eigentliche Kollineation: 


ua Ok +8 th te (ogy 0) 
ee eee era aese (ad —be £0) 


1) Hierzu haben wir in der obigen Formel «: 8: 7:6 durch «’: f’: 7’: 6’ und 
umgekehrt zu ersetzen. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 8 
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besitzt in den homogenen Koordinaten 4=4,:4, und w=, : Me, 
die Gestalt: 

Ghy= AA + PAs, . Tuy = aut dus, 

olp= yh + 04,. tHye= Cm + dug. 
Unter Benutzung der Formeln S. 111 ergibt sich hieraus : 


Allgemeine eigentliche Kollineation der Fliche yyy, — VV, = 0 
am sich: 
Oy, = vay, t+ wby+ Bbys+ Bays, 
Ov, = KOY + Haye + Bdyy+ Boy, 
O¥s= YeN+ ydyet ddyst+ dcyy, 
OVe= yayit ybys+ Oby3+ day, 
D= (a6 — By)? (ad — bc)? = 0. 


DaB die Determinante die angegebene Gestalt besitzt, zeigt man 
am besten auf dem folgenden Wege. Bei einer Schiebung erster Art ist: 


p= p, also bD=c=]0, e=7=0, 
Genau so ist bei einer Schiebung zweiter Art: 
A=, also PpHey=]0, o=d20. 


Wenn wir diese speziellen Werte in die obige Gleichung einsetzen, er- 
halten wir: 


Schiebung erster Art der Fliche |  Schiebung zweiter Art der Fliche 


Y1V3—VoV4 =O tm Sich: . VyV3 — VYoVa = 0 im sich: 
04, =a + BY, oy, = ay, + bys, 
OV, = Xo + By, | Ove = CY + 4%, 
Os = 7 ¥a + ON, | OVs= 493 + OMA, 
OVe=7N + ON, | OVs = bY3 + 4Y4, 
D,=(«d— fy)? +0. | Di (Gd bie)? On 


Wenn wir die beiden Schiebungen hintereinander ausfihren, 
miissen wir die oben angegebene allgemeine Kollineation erhalten. In 
der Tat berechnen sich die Koeffizienten der neuen Kollineation 
nach S.18 dadurch, da wir die Zeilen der ersten Transformations- 
determinante mit den Kolonnen der zweiten Transformationsdetermi- 
nante nach der Weise des Determinantenmultiplikationssatzes aus- 
multiplizieren: 


[oe OO Ba” BO) 0 tag aoe me rs 
5 eee a £p ab d 0 0|_jac ad fd Be 
1 G2 diy 8 ORONO me | ye yd od Oc 
ly 0 0 5| [O.Or so "4 ya yb Ob da| 


Hieraus folgt aber, daB die Determinante der allgemeinen eigentlichen 
Kollineation die oben angegebene Gestalt besitzt. 
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In derselben Weise lassen sich die Gleichungen der uneigentlichen 
Kollineationen in Punktkoordinaten ableiten. Wir kénnen sie aber auch 
dadurch gewinnen, da8 wir die eigentlichen Kollineationen mit einer 
speziellen uneigentlichen Kollineation: 

Gil) OAg one C= Ane Tig =the 
zusammensetzen. Nach dem gewohnten Verfahren nehmen diese 
Gleichungen in Punktkoordinaten die Gestalt an: 


Speztelle uneigentliche Kollineation der Fliche: y4v3 — VoV4 = 0: 


OOTY, = OTA wy = MA, = ON, V1 = V4, 
TO NINE TSC aE a» 
Q OTs = OTAg Uy = Mls = OY, OV3 = ¥3> 
OOTY g = OTAg My = 14% = 03, OV" = Vo. 


Die wesentlichen Ergebnisse dieses Abschnittes lassen sich folgender- 
maBen zusammenfassen: fede nicht ausgeartete Flaiche zweiten Grades 
bestimmt col eigentliche und col uneigentliche (im allgemeinen imagi- 
nave) Kollineationen1), durch welche die Flache in sich selbst viberfiihrt 
wird. Jede eigentliche Kollineation laBt sich auf eine und nur eine Weise 
in-zwet Schiebungen zerspalten. Die unetgentlichen Kollineationen kénnen 
wir durch Zusammensetzung einer eigentlichen Kollineation mit einer 
speztellen uneigentlichen Kollineation gewinnen. 

B. Reelle Kollineationen. Die bisherigen Rechnungen galten fiir 
beliebige komplexe Werte der Variabeln und Konstanten. Fiir die 
Untersuchungen im reellen Gebiet miissen wir dariiber hinaus die 
Realitdtsunterschiede der einzelnen Flachen zweiten Grades in Betracht 
ziehen. Wir wollen den Satz beweisen: Die beiden Schiebungen, in die 
wiy eine reelle eigentliche Kollineation (welche nicht die Identitat 1st) nach 
dem angegebenen Verfahren auflésen kénnen, sind im Falle der ringartigen 
und nullteiligen Flichen stets reell, im Fall der ovalen Fldchen dagegen 
stets konjugiert imaginar. 

Der Beweis ergibt sich aus der S. 79 festgestellten Tatsache, 
daB jede Erzeugendenschar einer nullteiligen oder ringartigen Flache 
zu sich selbst konjugiert imagindr ist, wahrend auf einer ovalen 
Flache die beiden Scharen gegenseitig konjugiert imaginar sind. Aus 
der Definition der Schiebung folgt namlich, daB diese zwischen den 
Geradenscharen bestehenden Beziehungen auch den beiden Schiebungs- 
scharen einer Flache zukommen. Es sei nun A eine aus den Schiebun- 
gen S, und S, erster bzw. zweiter Art zusammengesetzte Kollineation 
der Flache in sich, also in symbolischer Schreibweise A = S,S,. Dann 


) D. h. die Kollineationen hangen von 12 (wesentlichen) reellen Parametern 
ab; in der Tat kommt es bei der Festlegung einer Kollineation nur auf die 
Verhaltnisse a:b:c:d und «:f:y:6 an, so da®B die Kollineationen von zwei- 
mal 3 komplexen, also 12 reellen Parametern abhangig sind. 


8* 
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ist, wenn A, S,, S, die zu A, S,, S, konjugiert imaginaren Transfor- 
mationen sind, A = S,S,. = 
Nun soll A eine veelle Kollineation sein; infolgedessen ist A = A 


d ite Sian 
und somi S. Sy 5,58 


Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung von A folgt aber hieraus ent- 
weder: = — = : 
Sie Sh peesissemn  Otised SyesSa,) SyaSye 

Bei den nullteiligen und ovalen Flachen ist nun jede der beiden 
Schiebungsscharen zu sich selbst konjugiert imaginar, so da hier der 
erste Fall eintreten muB, wahrend bei den ovalen Flachen die beiden 
Schiebungsscharen gegenseitig konjugiert imaginar sind, also der zweite 
Fall eintritt, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Dieser Beweis 148t sich natiirlich auch analytisch an Hand der 
frither (S. 114) fiir die Schiebungen aufgestellten Formeln durchfihren. 
Hierbei ergeben sich aber unhandliche Formeln, auf die wir schon des- 
halb nicht eingehen wollen, weil wir spater fiir die uns interessierenden 
Falle weit einfachere Darstellungen kennenlernen werden (vgl. S. 238 ff. 
bzw. 253 und 308). Fiir die Durchfithrung dieser Uberlegungen haben wir 
nur die Gleichungen fiir die beiden Schiebungsscharen im Fall der null- 
teiligen Flachen notwendig. Wir gehen hierzu (ganz entsprechend wie 
im Fall der Ebene) von den im Abschnitt A benutzten Koordinaten y, 
durch die auf S. 111 angegebenen Substitutionen zu den x; tiber und 
setzen nach geeigneter Ordnung etwa bei den Schiebungen erster Art: 


a@q=o4+6, a=Pp—y, a@=1(—-a01+4+0), a=—1(8+)). 
Hierdurch ergibt sich?) : 
Kollineationen der nullteiligen Flache x} +- x3 + x3 -+- x3 = 0 in sich: 


Schiebungen erster Art. Schiebungen zweiter Art. 


OX, = A,X, — Ay % — Ag X — Ag X), 
OX q = Ag %, + 0%, -+ Ay % — 3%), 
OX = Ag%, — AqX%y + A, %, + Ay), 
Q %4 = Ag, + Ag % — AyX, + A,X, 


D=(@+a@+ a+ a)? +0. 


Oty = aa, — dea — abt, — at 
Oty = yx + a — abr, + aie,, 
Oty = aa + dah, + axe ~ ahh, 
Oty = dx) — ahah + ab + aX, 
D = (a(?+ at ait aj’)? +0. 


Da es nur auf die Verhaltnisse der x; ankommt, ist jede der beiden 
Schiebungsscharen von drei Parametern abhangig, durch deren Zu- 
sammensetzung wir die oo reellen Kollineationen einer nullteiligen 


Flache in sich erhalten. 


1) Die Kollineationen einer nullteiligen Flache in sich, die eine besondere 
Wichtigkeit besitzen, werden auch als quaterndrve orthogonale Substitutionen be- 
zeichnet (vgl. die Anmerkung 1 auf S. 102). 
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Die reellen uneigentlichen Kollineationen ergeben sich, wenn wir 
die reellen eigentlichen Kollineationen mit einer speziellen reellen un- 
eigentlichen Kollineation (etwa der auf S. 115 angegebenen) zusammen- 
setzen. Diese Kollineation ist stets reell; denn sie besitzt in den x; in 
allen drei Fallen die Gleichungen: 


Shezielle uneigentliche Kollineation der ringartigen, ovalen oder null- 
teiligen Flache: 

a + 35 + 3 xg = 0: 

O00 in — OL Og — = — A) 

Bei allen drei Flachenarten haben die reellen eigentlichen Kollinea- 
tionen stets eine positive, die reellen uneigentlichen Kollineationen dagegen 
eine negative Determinante. Die ersteren werden wir spater als Bewegun- 
gen, die anderen als Umlegungen bezeichnen. Bei den Kollineationen der 
ovalen und nullteiligen Flachen sind hiermit alle Einteilungsmoéglichkeiten 
ersch6pfit. Insbesondere heben wir hervor, daB das Innere einer ovalen 
Flache nie durch reelle. Kollineationen in das AuBere iiberfithrt werden 
kann (vgl. den entsprechenden Beweis fiir die Ebene S. 102). Die ving- 
artigen Fldchen teilen dagegen den reellen projektiven Raum in zwei 
gleich berechtigte Teile; es gibt reelle Kollineationen der Flache in sich, 
die jeden dieser Teile in sich tiberfiithren, und andere derartige Kolli- 
neationen, welche die beiden Teile miteinander vertauschen. Jede 
dieser Kollineationen kann entweder eine positive oder negative Deter- 
minante besitzen, wodurch sich (genau wie bei dem reellen Punktepaar 
auf der geraden Linie) im ganzen vier verschiedene Arten von Kolli- 
neationen ergeben. Die genaue Untersuchung dieser Verhaltnisse wiirde 
uns jedoch zu weit fiihren. 

C. Die invarianten Elemente. In diesem Abschnitt beschranken 
wir uns auf die eigentlichen reellen Kollineationen, bei denen also jede 
Schar von Erzeugenden in sich selbst iiberfiihrt wird. Nach dem auf 
S. 103 angegebenen Satz kénnen bei einer bestimmten Kollineation in 
jeder Schar entweder zwei oder eine?) oder schlieBlich alle Erzeugenden 
fest bleiben. Wir wollen uns hier weiterhin auf den allgemeinen Fall be- 
schrinken, bei dem in jeder Schar zwei Evzeugende festbleiben. Die tibrigen 
Méglichkeiten kénnen als Ausartungen dieses Falles behandelt werden. 

In dem gekennzeichneten allgemeinen Fall bilden die vier fest- 
bleibenden Geraden auf der Flache ein windschiefes Vierseit, welches 
wir zu einem Tetraeder erginzen, indem wir die beiden Verbindungs- 
linien gegeniiberliegender Ecken hinzunehmen; diese Verbindungslinien 
sind dabei konjugierte Polaren in bezug auf die Flache. Hierdurch 
haben wir ein invariantes Tetraedey erhalten, dessen Punkte, Geraden 
und Ebenen bei der betrachteten Kollineation je in sich selbst titbergehen. 


1) Dieser Fall kann aus Realitatsgriinden nur bei den ringartigen Flachen 
eintreten. 


418 Die Kollineationen, die ein Gebilde zweiten Grades in sich iberfihren. 


Genau wie in der Ebene wollen wir die Gleichungen einer bestimmten 
eigentlichen Kollineation jetzt auf das zugehérige invariante Tetraeder 
beziehen. Zundchst erhalt die betrachtete invariante Flache in einem 
derartigen Koordinatensystem die Gleichung: ,y3— kV2y4= 0, wobei k 
eine Konstante ist, deren Wert von der Wahl des Einheitspunktes ab- 
hangt. Eine Kollineation, die jede Ebene des angegebenen Tetraeders 
invariant lassen soll, mu die spezielle Form: 


OVy=Cy Vi, OVo=Cog Vo, OV3=Ca3V3, OVs=CaaV4 (D= C44 Cy C33 Caa+ 0) 


besitzen; denn nur in diesem Falle werden die Koordinatenebenen in 
sich selbst itberfithrt. Durch den gleichen Schlu8 wie in der Ebene er- 
kennen wir, daB diese Kollineationen die fundamentale Flaiche dann 
und nur dann in sich selbst transformieren, wenn die Koeffizienten der 
Kollineation die Bedingung: ¢,,¢33 — Cy9Ca, = 0 erfiillen. Diese Kolli- 
neationen tiberfiihren aber nicht nur die zugrunde gelegte Flache, sondern 
alle Flachen: y,y; — kyo, = 0 in sich. 

Gehen wir jetzt zur Untersuchung der verschiedenen Méglichkeiten 
tiber! Ber den ringartigen Flachen haben wir drer Falle zu unterscheiden. 
Denn bei den reellen Kollineationen kénnen zunichst die beiden fest- 
bleibenden Erzeugenden sowohl der ersten wie auch der zweiten Schar reell 
sein; sodann kénnen die Erzeugenden der einen Schar reell und die der 
anderen konjugiert imaginar sein ; und schlieBlich kénnen beide Paare von 
Erzeugenden konjugiert imaginar sein. Im ersten Fall sind alle Teile des 


Erste | Polare 
Erste, Polare 


Abb. 68. 


Die invarianten Tetraeder bei den Kollineationen einer ringartigen Flache in sich. 


zugehorigen Tetraeders reell (Abb. 67), im zweiten Fall nur die Erzeugenden 
der einen Schar (Abb. 68) und im dritten Fall nur die beiden konjugierten 
Polaren (Abb. 69). Das Aussehen der zugehérigen Flachenschar wollen 
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wir nur fiir den letzten Fall angeben (Abb. 70). Wir erhalten zunachst 
einschalige Hyperboloide, die sich den ersten Polaren dicht anschmiegen 
und dann aufweiten, bis sie tiber die fundamentale Fliche in ein ellip- 
tisches Paraboloid tibergehen. An die- 

ses schlieBen sich dann wieder ein- Erste, Polare 
schalige Hyperboloide an, welche in 
Abb. 70 nicht eingezeichnet sind; wir 
k6nnen sie erhalten, indem wir die erste 
Polare mit den sie umgebenden Flachen 
derartig in die zweite Polare iiberfthren, 
daB das elliptische Paraboloid in sich 
selbst iibergeht. Die weiteren Flachen 
umgeben also die zweite Polare in ge- 
nau derselben Weise wie die bisher be- 
trachteten Flachen die erste Polare; 
die zugehérigen Hyperboloide verengern 
sich immer mehr, bis sie schlieBlich 
in die zweite Polare tibergehen. 

_ Im Fall der ovalen Flachen be- 
sitzen alle invarianten Tetraeder tiber- Abb. 70. 
einstimmende Realitatseigenschaften ; 
denn hier bleiben bei einer reellen Kollineation stets zwei imagindre 
Gerade derselben Schar und die zugehérigen konjugiert imagindren Ge- 
raden fest, die nach S. 79 in der zweiten Schar liegen. Die Gestalt des 
zugehorigen invarianten Tetra- 
eders haben wir schon S. 78 dis- Erste] Polare 
kutiert; es besitzt zwei reelle Ge- 
raden, zwei reelle auf der Flache 


liegende Punkte und zwei reelle 
Ebenen, welche Tangentialebenen Ore cee ae 


an die Flache in den betrach- Pojare 
teten Punkten sind (Abb. 71). 
Das zugehérige Flachenbiischel 
hat die folgende Gestalt. Samt- 
liche Flachen beriihren die beiden atest, ae 

. é Abb. 71, Invariantes Tetraeder bei den Kollineationen 
reellen Ebenen des invarianten einer ovalen Flache in sich. 


Tetraeders in den beiden reellen 

Fixpunkten der ersten Polaren. Im einzelnen ergibt sich folgender 
Verlauf. Das im Innern der Flache liegende Stiick der ersten Polaren 
weitet, sich zu einem Ellipsoid auf, das allmahlich in die fundamentale 
Flaché iibergeht. Sodann riickt in Abb. 71 der hintere Teil des Ellip- 
soides weiter von dem Beschauer fort, bis wir schlieBlich ein ellip- 
tisches Paraboloid und dann zweischalige Hyperboloide erhalten. Diese 
gehen in das Ebenenpaar itber, welches durch die zweite Polare und die 
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beiden reellen Fixpunkte auf der ersten Polaren bestimmt wird. Sodann 

erhalten wir wieder zweischalige Hyperboloide, die immer enger werden 

und schlieBlich in den zweiten Teil der ersten Polaren iibergehen, der 
im Au8eren der fundamentalen Flache liegt. 

Das invariante Tetraeder der nullteiligen Fldachen besitzt stets die- 

selben Realitaitseigenschaften wie das Tetraeder beim dritten Fall der 

ringartigen Flachen; reell sind also nur die beiden 

Erste] Polare konjugierten Polaren (Abb. 72). Die betrachtete 

Flachenschar besitzt dieselbe Gestalt wie in 

Abb. 70, nur hat jetzt die damals reelle invari- 


Zweife- ante Flache ihre ausgezeichnete Rolle verloren. 
ee Im vorigen Abschnitt haben wir bewiesen, 
daB die beiden Schiebungen, in die wir eine reelle 


eigentliche Kollineation einer nicht ausgearteten 
Flache aufldsen koénnen, bei den ringartigen und 
nullteiligen Flachen reell, bei den ovalen Flachen 
Abb. 72. Invariantes Tetra- Cagegen imaginar sind. Dies kénnen wir jetzt auch 
aa ie lite GO geometrisch veranschaulichen. Bei einer Schie- 
sich. bung erster Art gehen samtliche Erzeugende der 
zweiten Schar (S. 112) und im allgemeinen zwei 
Erzeugende der ersten Schar in sich selbst ttber (S.117). Daraus folgt 
aber, daB diese beiden Erzeugenden punktweise festbleiben. Infolge- 
dessen miissen bei dieser Schiebung alle Punkte des Raumes auf denjenigen 
Geraden wandern, die durch den betreffenden Punkt selbst und die beiden 
betrachteten Fixgeraden bestimmt werdent). Genau die entsprechenden 
Verhaltnisse gelten fiir die Schiebungen zweiter Art. Man sieht nun un- 
mittelbar, wie im Fall der ringartigen und nullteiligen Flachen auf den zu- 
geh6rigen invarianten Flachenscharen (vgl. z. B. Abb. 70) derartige reelle 
Gerade verlaufen, was bei den ovalen Flachen (Abb. 71) nicht der Fall ist, 
so dafB hier die Schiebungen auch nicht reell sein k6nnen. — Weiter folgt: 
Die betrachteten Kollineationen, die zu Abb. 70 gehéren, kénnen wir 
erhalten, indem wir die Punkte des Raumes zunachst langs der einen 
Erzeugendenschar und sodann langs der zweiten Erzeugendenschar 
der Flachen verschieben. Jede dieser Scharen von Geraden ist dadurch 
ausgezeichnet, daB sie alle reellen Geraden enthalt, die durch zwei be- 
stimmte konjugierte hochimaginare Gerade des Raumes laufen. 
D. Die Drehungen und Schraubungen. Die auf $.118 angegebene 
eigentliche Kollineation der Flache: y,y3 — ky2y,=0 in sich kénnen 
wir auch in der folgenden einfachen Form schreiben: 


OV = OPV, Oe = OF Ie,  OVeaae “Va Vasc. 94: 
1) In der Liniengeometrie wird die Gesamtheit dieser Treffgeraden als lineare 


Kongruenz bezeichnet; die beiden zugehérigen Fixgeraden nennt man die Lezt- 
linien dieser Kongruenz. 
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Denn dann ist die Bedingung: ¢,,¢33; — Cy9C44= 0, welche die Kon- 
stanten der Kollineation erfiillen miissen, befriedigt. Diese Kollineation 
1aBt sich in zwei Schritten hintereinander erzeugen, indem wir zuerst 
nur @ verandern und y = 0 setzen und dann bei einer zweiten Kolli- 
neation y verandern und ~ = 0 setzen: 


eon=er i, o%4= Vy, 

= 6, pay yf 

ie OV2 2 ae Ls AEs é A 
OV, = & Pye, i 35 
Ove= Vas OM =e VY. 


Denn einerseits ergeben diese beiden Kollineationen, hintereinander aus- 
gefiihrt, die allgemeine eigentliche Kollineation, und andererseits iiber- 
fiihrt jede von ihnen unsere fundamentale Flache in sich selbst. 

Bei der Kollineation I wird jede Ebene y,: y,=4 in y3: y4 =A, 
d. h. also in sich selbst tiberfiihrt, so daB jeder Punkt in derjenigen 
Ebene bleibt, die durch ihn selbst und die 
Koordinatenachse P, P,, deren Gleichung 
Yo = 0, yg = 0 lautet, festgelegt ist. Fer- 
ner bleibt die Gerade P,P, punktweise 
fest. Diese Kollineationen sind in Abb. 73 
schematisch angedeutet. Die Kollineatio- 
nen, die dabei in den durch P, P, gehen- 
den Ebenen stattfinden, sind identisch 
mit den Kollineationen, die wir S. 107 Dre- 
hungen genannt haben; der Mittelpunkt 
der Drehung ist dabei der zugehérige Schnittpunkt der Ebene mit der 
Geraden P,P,. Wir wollen deshalb die angegebene Kollineation als 
(raumliche) Drehung oder Rotation wm die Achse P,P, bezeichnen. 

Bei der betrachteten Kollineation wird nun auch die Gerade P, P, 
in sich selbst iiberfiihrt. In der Nahe dieser Geraden scheinen die Punkte 
des Raumes, wenn wir fiir einen Augenblick euklidisch denken, un- 
gefahr parallel zu dieser Geraden zu wandern. Man kann deshalb die 
Kollineation I statt als Drehung um P, P, genau so gut auch als Trans- 
lation langs P,P, bezeichnen. In der Tat kennzeichnet jeder dieser 
beiden Namen die betrachtete Kollineation in zutreffender Weise; denn 
diese sieht in der Nahe von P, P, wie eine Drehung, in der Nahe von 
P,P, dagegen wie eine Translation aus. 

In genau derselben Weise kénnen wir die Kollineation II entweder 
als Rotation um die Gerade P, P, oder als Translation langs der Geraden 
P,P, bezeichnen. 

Im Abschnitt A haben wir gezeigt, daB sich jede eigentliche Kolli- 
neation einer allgemeinen Flache zweiten Grades mit nichtausgeartetem 
invarianten Tetraeder als Aufeinanderfolge zweier Schiebungen dar- 
stellen 1aBt, von denen die eine langs der beiden Geraden P,P, P;P, 
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und die andere lings der beiden Geraden P, P,, P,P; des invarianten 
Tetraeders stattfindet (Abb. 74); diese vier Geraden liegen dabei auf der 
fundamentalen Flache selbst. Jetzt haben wir gefunden, daB wir die- 
selbe Kollineation auch erzeugen kénnen, indem wir eine Drehung um 
D, die Gerade P,P, (=Translation langs der Ge- 
raden P,P,) mit einer Drehung um die Gerade 
P,P, (=Translation langs der Geraden P, P3) 
zusammensetzen; die beiden Geraden P, P; und 
P,P, sind dabei konjugierte Polaren in bezug 

auf die fundamentale Flache. 
2 ie Die Auflésung einer eigentlichen Kolline- 
Abb. 74. ation in zwei Drehungen ist genau wie die Auf- 
ldsung in zwei Schiebungen nur im imaginaren 
Gebiet ohne Einschrankung méglich. Wir gehen nun zur Beriick- 
sichtigung der Realitdtsverhdltnisse tiber und fragen, in welchen Fallen 
sich eine veelle Kollineation in zwei veelle Drehungen auflésen laBt. 
Nach S. 148ff. sind die beiden konjugierten Polaren des invarianten 
Tetraeders, welche Achsen der beiden Drehungen sind, bei den ring- 
artigen Flachen im ersten und dritten Fall reell (Abb. 67 und 69), im 
zweiten Fall dagegen imaginar (Abb. 68); bei den ovalen und null- 
teiligen Flachen sind die beiden Achsen stets reell (Abb. 71 und 72). 
Man kann nun durch eine leichte Uberlegung zeigen, daB die betrach- 
teten Drehungen reell oder imaginar sind, je nachdem die zugehori- 
gen Achsen reell oder imaginar sind. Wir erhalten also: Bet den 
reellen Kollineationen der ringartigen Fldchen in sich sind die berden 
zugehorigen Drehungen je nach der Art der Kollineation entweder reell oder 
imagindr ; bet den reellen Kollineationen der ovalen und nullteiligen Flachen 

sind sie dagegen stets reell. 

Die Bahnen, auf denen sich die Punkte des Raumes bei einer be- 
stimmten Drehung bewegen, lassen sich leicht ermitteln. Wir wollen 
diese Betrachtung nur fiir die ovalen und nullteiligen Flachen durchfiihren. 
Bei einer bestimmten eigentlichen Kollineation einer ovalen Flache in sich 
bleiben zwei konjugierte Polaren invariant (Abb. 71); dabei wollen wir 
nach S. 117 den Grenzfall ausschlieBen, daB diese die Flache beriihren. 
Dann gehen im Innern der ovalen Flache bestimmte Ellipsoide in sich 
selbst iiber, welche die invariante Flache in den beiden reellen Durch- 
stoBpunkten der einen Polaren beriihren (S. 119). Bei den Drehungen um 
diese Polare wandern nun die Punkte, wie in Abb. 75 angegeben, auf den 
Ellipsen, die auf den angegebenen Flachen durch die Ebenen ausgeschnitten 
werden, welche durch die zweite Polare laufen. Entsprechend bewegen 
sich die Punkte bei der Drehung um die zweite Polare auf den Ellipsen, 
die durch die Ebenen ausgeschnitten werden, welche durch die erste Polare 
gehen (Abb. 76); hierbei riicken die einzelnen Punkte unbeschrankt 
auf einen der beiden festbleibenden Punkte der ersten Polare zu, 
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ohne ihn je zu erreichen. In dem betrachteten Raumteil besitzt die 
erste Drehung mehr den Typus der euklidischen Drehung, die zweite 
Drehung dagegen noch den Typus der euklidischen Parallelverschiebung. 


rey Cl Ry 


| Sa Zweite | im Zwe/te 
ERY Polare / y/ Polare 
~, / 
6) 
Abb. 75. Abb. 76. 


Entsprechende Verhaltnisse ergeben sich bei den Kollineationen 
einer nullteiligen Flache in sich. Bei den einzelnen Drehungen geht 
jede Flache eines Biischels von der in Abb. 70 angegebenen Gestalt in 
sich tiber. Bei den Drehungen um die erste Polare bewegen sich die 
Punkte des Raumes auf denjenigen 
Kegelschnitten, welche von dem oy Polare 


durch die zweite Polare bestimmten 
Ebenenbiischel aus den betrachteten a 
Flachen ausgeschnitten werden. In 
Zweite 


der Nahe der ersten Polaren be- 
wegen sich also die Punkte auf Ellip- 
sen, die um diese Polare herumlau- 


fen. Auf dem elliptischen Paraboloid 
ergeben sich Parabeln, auf den an- 
. schlieBenden Hyperboloiden dagegen Abb. 77. 


Hyperbeln.  SchlieBlich erhalten 

wir die zweite Polare, die bei der betrachteten Drehung in sich sel- 
ber iiberfiihrt wird. Bei den Drehungen um die zweite Polare ergeben 
sich genau die umgekehrten Verhdltnisse; die Punkte wandern in 
der Nahe der ersten Polaren auf Hyperbeln, in der Nahe der zweiten 
Polaren dagegen auf Ellipsen. Hierbei tritt besonders deutlich her- 
vor, daB die betrachteten Drehungen in der Nahe der einen Polaren 
mehr den Typus einer euklidischen Drehung, in der Nahe der anderen 
Polaren dagegen mehr den Typus einer euklidischen Parallelverschie- 
bung besitzen. 

Diese Uberlegungen kénnen wir noch in der folgenden Weise weiter- 
fiihren. Jede eigentliche Kollineation einer ovalen und nullteiligen 
Flache lat sich herstellen, indem wir zunachst eine Drehung um die erste 
und dann eine Drehung um die zweite Polare (=Translation langs der 


424 Die Kollineationen, die ein Gebilde zweiten Grades in sich iiberfiihren. 


ersten Polaren) ausfiihren. Wir kénnen dasselbe Resultat auch durch Uber- 
lagerung der beiden Rotationen erhalten, wodurch sich eine sog.Schraubung 
ergibt (genau so, wie in der euklidischen Geometrie die Zusammensetzung 
einer Drehung um eine Achse mit einer Parallelverschiebung langs dieser 
eine Schraubung liefert). Die einzelnen Punkte des Raumes wandern dabei 
auf Schraubenlinien, die auf den zugeh6rigen invarianten Flachen verlaufen. 
Im Fall der ovalen Flachen umkreisen diese Schraubenlinien die Ellipsoide 
nach beiden Seiten hin unendlich oft und nahern sich dabei unbeschrankt 
den beiden Fixpunkten der ersten Polaren, ohne sie je zu erreichen 
(Abb. 77). Man erkennt unmittelbar, wie diese Kurven durch Zusammen- 
setzung der Kurven in Abb. 75 und 76 entstehen. 
Im Fall der nulltetligen Flache wandern die Punkte 
des Raumes entsprechend auf Schraubenlinien, 
die auf den ringartigen Flachen der Abb. 70 ver- 
laufen. Die Schraubenlinien kénnen jetzt im 
besonderen geschlossene Kurven sein, wie wir eine 
in Abb. 78 angegeben haben. Diese Schrauben- 
linie nahert sich dabei asymptotisch:der ein- 
gezeichneten Hyperbel und bildet somit in der 
projektiven Geometrie eine in sich geschlossene 
Kurve. Auf diese Schraubenlinien werden wir 
auf S. 248 nochmals eingehen, wo wir ein 
bequemes Abbildungsverfahren kennenlernen 
werden. 
Abb. 78. E. Die Kollineationen, die ein ausgear- 
tetes Gebilde in sich iiberfiihren. Auf S. 109 
haben wir gesehen, daB8 die euklidischen Bewegungen der Ebene ein 
bestimmtes konjugiert imaginaéres Punktepaar der unendlich fernen 
Geraden in sich selbst iiberfiihren. Genau so haben im Raum die eu- 
klidischen Bewegungen die Eigenschaft, een bestimmten nullteiligen 
Kegelschnitt invariant zu lassen. Zum Beweis stellen wir diejenigen 
Kollineationen auf, die den nullteiligen Kegelschnitt: 


M+a+%=0, %=0 oder wjit+uz+uw=0 
in sich selbst iiberfiihren. Durch einen Vergleich mit den zugehérigen 


Formeln fiir die Ebene (S. 102) erkennt man, daB diese Kollineationen 
die Gestalt besitzen!): 


ox, = (—a? — B? + c? + ad?) xi + 2(—ac+ bd) x + 2(ad + bce) x, + Cy, %4, 
0%, = 2(—ac — bd) x, + (a? — B — 2 4+ @) x + 2(—ab + cd) x4 + Coq 2%, 
0X3 = 2(—ad + bc)x,+ 2(—ab—cd)x5+ (—a® + 0? — c? + d*) x5 + Cay, 


1) Die 9 Koeffizienten von x, , «5 und +, bestimmen eine ternare orthogonale 
Substitution. 
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Wenn wir zu affinen Koordinaten % = %1: %4, Y = %9i%4, 2 = %g: %, 
iibergehen und ferner 1: c,, = p setzen (C4, ist stets + 0), erhalten diese 
Kollineationen die Gleichungen: 


x = p(—a® — Bb? + ce? + d?) x’ + 2p(—ac+ bd)y’+ 2p(ad + be) 74+ Cy, 
y = 2p(—ac — bd)x’+ p(a — BD — 2? + da’) y+ 2p(—ab 4+ cd) z+ Cay, 
z= 2p(—ad + be)x’+-2p(—ab—cd)y+ p(—@ + 0? — + a?) 7/4 Coy. 


Die Determinante der Koeffizienten von x’, y’ und 2z’ betragt: 
D=pP{ae+P+e2+ a}. 
Wenn diese Determinante gleich +41 oder —1 ist: 


4 =~ 
por RNR DS ae baw. p=% Repo eget fe 


ergeben die Transformationen bei Zugrundelegung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems x’, y’, 2’, wie man leicht erkennt, eine euklidische 
Bewegung bzw. Umlegung; wenn die Determinante einen beliebigen 
Wert besitzt, erhalten wir eine Ahnlichkeitstransformation. 

Die euklidischen Bewegungen und Umlegungen des Raumes haben 
also die Eigenschaft, den nullteiligen Kegelschnitt ma +2+4=0, 
%, = 0, der in der unendlich fernen Ebene liegt, in sich selbst zu tiber- 
fiihren. Die aligemeinsten Kollineationen, die diese Eigenschaft besitzen, 
sind die Ahnlichkeitstransformationen. (Vgl. den entsprechenden Satz 
fiir die Ebene S. 109.) 

In ganz entsprechender Weise kann man auch die Kollineationen 
untersuchen, die irgendein anderes der in der Tabelle S. 92 angegebenen 
ausgearteten Gebilde in sich selbst transformieren. Diese Untersuchungen 
besitzen aber fiir unsere spiteren Uberlegungen nur eine untergeord- 
nete Bedeutung. 

F. Der Ubergang der verschiedenen Falle ineinander. Auf 
S.91 haben wir gesehen, da8 wir die ovalen Flachen kontinuierlich 
uiber einen nullteiligen Kegelschnitt in die nullteiligen Flichen iiber- 
fiihren kénnen. In genau derselben Weise miissen auch die zugehoérigen 
Kollineationen ineinander tibergehen. Analytisch k6nnen wir dies in 
derselben Weise wie im Fall der Ebene (S. 109f.) zeigen, indem wir alle 
zaugehorigen Formeln durch Einfiihrung eines Parameters ¢ in eine einzige 
Formel zusammenfassen. Wenn wir ¢ = 0 setzen, ergeben sich dabei 
wieder nur die Bewegungen und Umlegungen der euklidischen Geometrie, 
nicht aber die allgemeineren Ahnlichkeitstransformationen, die den zu- 
gehorigen nullteiligen Kegelschnitt ebenfalls in sich selbst itberfiithren. 

Es'ist von Interesse, sich geometrisch klar zu machen, in welcher 
Weise die Kollineationen einer ovalen und nullteiligen Flache in sich 
beim Grenziibergang zum Kegelschnitt in die Bewegungen und Um- 
legungen der euklidischen Geometrie iibergehen; wir wollen dies fiir die 


p 
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Bewegungen, welche zu den drei Gebilden gehéren (vgl. S. 1417 und 125), 
genauer ausfiihren. Die allgemeine eigentliche Kollineation der nullteiligen 
Flache in sich kénnen wir aufreellem Wege sowohl in zwei Verschiebungen, 
wie auch in zwei Drehungen zerspalten, wahrend bei den ovalen Flachen 
nur die Zerlegung in zwei Drehungen moglich ist. Auch fiir die Bewegungen 
der euklidischen Geometrie besteht nur diese letzte Zerlegungsméglich- 
keit. Wir kénnen hier bekannterweise jede Bewegung des Raumes 
durch eine Schraubenbewegung erzeugen, d. h. durch eine Drehung um 
eine bestimmte Achse G und gleichzeitige Parallelverschiebung langs 
dieser Achse. Vom projektiven Standpunkt kénnen wir die Parallelver- 
schiebung auch als Drehung um diejenige in der unendlich fernen Ebene 
liegende Gerade G’ auffassen, welche durch die zu G senkrechten Ebenen 
bestimmt wird. Diese beiden Geraden G und G’ sind konjugierte Polaren 
in bezug auf den nullteiligen Kegelschnitt (d. h. der Punkt, in welchem 
die endliche Gerade G die unendlich ferne Ebene schneidet, ist der Pol 
der Geraden G’ in bezug auf den nullteiligen Kegelschnitt). In Hinsicht 
auf diese beiden Achsen treffen wir genau dieselben Verhaltnisse wie bei 
den nicht ausgearteten Flachen an: Die Drehung um die Gerade G ko6nnen 
wir auch als Schiebung langs der unendlich fernen Achse G’ und die 
Drehung langs der unendlich fernen Achse G’ als Schiebung langs der 
endlichen Geraden G auffassen. Der einzige Unterschied gegen die nicht 
ausgearteten Flichen besteht darin, da jetzt die eine Polare infolge der 
Ausartung des fundamentalen Gebildes immer in einer bestimmten 
Ebene liegt. Hierdurch wird bewirkt, da die Gruppe der euklidischen 
Bewegungen eine einfachere Struktur als die entsprechenden Gruppen 
bei den nicht ausgearteten Flachen besitzt; jede der oo® euklidischen 
Bewegungen zerfallt namlich von vornherein in eine Drehung um einen 
Punkt und eine Parallelverschiebung, eine Eigenschaft, die den Kolli- 
neationen der nicht ausgearteten Flachen abgeht. 

Bei den Schraubungen 
der euklidischen Geometrie 
wandern die Punkte des 
Raumes lings Schrauben- 
linien, welche auf Zylin- 
dern mit gemeinsamerAchse 
verlaufen.Zunachst wickeln 
sich die Bahnkurven sehr 
nahe um die Achse herum; 
fiir die weiteren Punkte 
besitzen sie eine immer 
groBere Entfernung von ihr 
(Abb, 79). Eine deutlichere 
Vorstellung von dem Ver- 
Abb. 79. halten dieser Bewegung in 
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Nahe der unendlich fernen Ebene gewinnen wir, wenn wir eine Transforma- 
tion vornehmen, welche die unendlich ferne Ebene in eine endliche Ebene 
iiberfiihrt (Abb. 80). Die Schraubenlinien verlaufen jetzt auf bestimmten 
Kegeln, welche sich zuerst ganz eng um die Schraubenachse herumlegen, 
sich dann immer mehr aufweiten und dabei von beiden Seiten dem Abbild 
der unendlich fernen Ebene nahern, bis sie schlieSlich doppelt zahlend in. 


Zweite 
Polare 


Abb. 80. 


diese iibergehen. Die einzelnen Schraubenlinien, die auf den Kegeln ver- 
laufen, kommen der Spitze des Kegels unbeschrankt naher, ohne sie je 
zu erreichen. 

Bei den reinen Parallelverschiebungen wiirden die Punkte auf den 
Erzeugenden der Kegel wandern (das sind die Kurven, welche von dem 
durch die erste Polare bestimmten Ebenenbiischel ausgeschnitten wer- 
den); bei den reinen Drehungen wiirden die Punkte auf geschlossenen 
Ellipsen wandern (namlich den Ellipsen, welche von dem durch die 
zweite Polare bestimmten Ebenenbiischel ausgeschnitten werden). Wir 
erhalten also ganz die entsprechenden Verhiltnisse wie bei den ovalen 
und nullteiligen Flachen, Der Leser mége die invarianten Ellipsoide in 
den Abb. 75—77 in zweischalige Hyperboloide transformieren und sich 
klarmachen, wie man diese Figuren allmahlich in die Abb. 80 und die 
beiden entsprechenden Figuren tiberfithren kann. Um _ denselben 
Ubergang an Abb. 70 auszufiihren, miissen wir uns die Kehlellipsen 
der links gezeichneten Hyperboloide auf einen Punkt, namlich die 
Spitze des spateren Kegels zusammengezogen denken; dieser Ubergang. 
ist aber anschaulich nicht so leicht wie der vorige aufzufassen. 


Zweiter Teil. 


Die projektive Mafibestimmung. 


Kapitel IV. 


Die Einordnung der euklidischen Metrik in 
das projektive System. 


§ 1. Die metrischen Grundformeln der euklidischen 
Geometrie. 


In dem ersten Teil des Buches haben wir die Grundlagen der pro- 
jektiven Geometrie entwickelt. In ihr treten die metrischen Begriffe, 
wie z.B die Lange oder der Winkel, nicht auf, weil sie den projektiven 
Transformationen gegeniiber, die dort betrachtet wurden, nicht invari- 
ant sind. Das vorliegende Kapitel soll zeigen, wie sich die Vorstellungen 
der euklidischen Geometrie in das projektive System einordnen lassen. 
Wir beginnen damit, daB wir die verschiedenen metrischen Formeln 
aufstellen, die wir fiir unsere weiteren Untersuchungen brauchen. 

A. Die Entfernungsformeln. Auf der geraden Linie fiihren wir 
affine Koordinaten ein, deren Einheitsstrecke gleich der Langenein- 
heit ist. Der Abstand zweier Punkte x und x’ ist dann 7 = x— x’ 
oder, wenn wir homogene Koordinaten: x = x, : %, und %’ = xj : % 
einfiihren : 

Ly Mg 


SS ——— = 


Ny Xe Xa XS 


In der Ebene und im Raum benutzen wir ein rechtwinkliges Parallel- 
koordinatensystem, dessen Einheitsstrecken auf allen Achsen gleich der 
Langeneinheit sind (vgl. S. 1). Der Abstand zweier Punkte *, y und x’, y’ 


der Ebene betragt dann: 7=-—-y/(x—x')?+ (y—y’)?. Durch Ein- 
fiihrung homogener Koordinaten x = %,:%3, y= %_: %3 erhalten wir: 


Se V(% 3 — Hq 1)” + (%q %% — XX)? 


Y 
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Genau so ergibt sichim Raum fiir den Abstand zweier Punkte x, y, z 
und x’, y’,2’ der Ausdruck: 7 =+y(% — x’)? + (y—y’)? + (z—2')?. 
Bei Verwendung homogener Koordinaten % = x: %4, y= 4%: %4, 
2 =X, : %, erhalten wir hieraus: 


a V (ae eh — 44 2A)? E (oe, 2h — 74 26)? (05 4 — 04 06)? 
c— —— ag 


/ 
Xa %4 


In der elementaren Geometrie sieht man 7 stets als positiv an. Diese 
Festlegung auf einen Wert der Wurzel laBt sich aber im imaginaren 
Gebiet der Ebene und des Raumes, das wir gleich betrachten werden, 
nicht aufrecht erhalten, so da8 wir in diesen Fallen 7 ausdriicklich als 
zweiwertige Funktion ansehen wollen. 

B. Die Winkelformeln. In entsprechender Weise stellen wir die 
Formeln fiir den Winkel auf, den zwei Gerade in der Ebene bzw. zwei 
Ebenen im Raum bestimmen. Im Fall der Ebene legen wir die beiden 
Geraden durch die Gleichungen: 


Uy% + UV + U3=O0 bzw. mx + y+ uy =0 
oder die Geradenkoordinaten: 
: UyiUgit, bzw. Wiuw:uy 
fest. Bei der Bestimmung des Winkels w, den diese beiden Ge- 


raden miteinander bilden, miissen wir uns zundchst klar machen, daB 
wir es mit Vollgeraden und nicht mit Halbgeraden zu tun haben; 


# UL 
, 
u’ u u“ ul 
Abb. 81. Abb. 82. Abb. 83. 


der Winkel zwischen den beiden Geraden besitzt also die Gestalt 
der Abb. 841, nicht aber die der Abb. 82 oder 83. Wir legen nun in der 
euklidischen Ebene den Drehsinn entgegengesetzt der Drehung des 
Uhrzeigers als positiv fest und definieren den Winkel, den die beiden 
Geraden ~ und w’ miteinander bilden, als die GréBe einer positiven 
Drehung, welche uw mit w’ zur Deckung bringt. Wenn wir die Gerade 
nach Ausfiihrung einer solchen Drehung noch um den Winkel x weiter- 
drehen, fallen die beiden Geraden abermals zusammen ; der Winkel ist also 
nach unserer Definition nur bis auf ganzzahlige Multipla von z festgelegt. 
Der gesuchte Winkel « ist nun gleich dem Winkel, den die beiden zu- 
gehoérigen, durch den Koordinatenanfangspunkt laufenden Parallelen 
U,% + Uy = 0 und ux + uy = 0 miteinander bilden. In dem analy- 
tischen Ausdruck fiir den Winkel treten also die beiden Koordinaten 
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us und u, nicht auf. Durch eine einfache Rechnung ergeben sich fiir die 
trigonometrischen Funktionen des Winkels die folgenden Werte: 


, , 
Uy Uy + Uy Uy 


cos@m =+ - 5 ar =5 
Vai + us yu, + ue 
: Uy Ug — Us U4 
sil @ === ; Saar = 
| + U5 yur + U3 


Uy Uy — Uy Uy 
, oe 
Uy, Uy + Us Uy 


tgo = 


In den Ausdriicken fiir cos m und sin bleibt das Vorzeichen unbe- 
stimmt, da sonst der Winkel in Widerspruch zu unserer Definition bis 
auf ganze Vielfache von 2z festgelegt sein wiirde. Das Vorzeichen muB 
aber in cos w und sin w tibereinstimmend gewahlt werden; d. h. wenn 
ein bestimmtes Wertsystem cos m = f, sin w = q gegeben ist, so soll auBer 
diesem nur noch das Wertsystem cos w =—#, sin w =—gq zugelassen 
werden. Die hierdurch im Bereich 0 = @ < 2a festgelegten beiden Werte 
von w unterscheiden sichin Ubereinstimmung mit unserer Winkeldefinition 
um z. Die beiden Wertsysteme cos o =—#, sin ® = qundcos w = p, 
sin @ = — q ergeben die GroBe des Nebenwinkels. In dem Quotienten 
tg @ hebt sich die Unbestimmtheit des Vorzeichens fort; in der Tat ist 
@ durch die Tangensfunktion nur bis auf Vielfache von 2 festgelegt. 

In entsprechender Weise ergeben sich im Raum fiir den Winkel w 
zwischen den beiden Ebenen w, : ug: U3: U, und ui, : us: Us: uy die 
Beziehungen: 

Uy Uy + Uy U3 + Us Us 
Vaey + 0h hm Veg? + ae 
sino =+ V(t 43 — Ue ui)? + (M4 a ae ui) + (Ug U3 — Ug U9)? ; 

Vee 3 + eh Ve? + ag? + al? 
V (my 13 — Uy Wi)? + (Uy U3 — Uz U1)? + (Uy Ug — Uy U9)? 
Uy Uy + Uy Uz + Uy U3 
In dem Ausdruck fiir tg  tritt eine Quadratwurzel auf, so daB wir hier 
auch dem tg ein doppeltes Vorzeichen geben miissen. Geometrisch ent- 
spricht dem, da8 wir im Raum der Winkelberechnung keinen eindeutig 
bestimmten Drehsinn zugrunde legen kénnen; denn wenn wir hierzu 


cos @ =-+- 


t2o——= 


Abb. 84, 


auf irgendeiner Ebene einen positiven Drehsinn festlegen wiirden (Abb. 84 
links) und diese Ebene umklappen, so daf sie wieder mit sich selbst 
zur Deckung kommt (Abb. 84 rechts), so wiirde der Drehsinn bei der 
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neuen Lage der Ebene dem Drehsinn bei der alten Lage genau entgegen- 
gesetzt sein. Bei der Bestimmung des Winkels zweier Ebenen missen 
wir deshalb die beiden in Abb. 85 angedeuteten Drehsinne als gleich- 
berechtigt betrachten, d. h. wir kénnen nicht mehr zwischen Winkel 
und Nebenwinkel unter- 

scheiden. Diese Un- 

bestimmtheit entspricht 

aber gerade dem doppel- 

ten Vorzeichen von tga. 

Bei cos@ und sinw k6én- 

nen wir dementspre- Abb. 85. 

chend willkiirlich itber 

die Vorzeichen verfiigen; wir erhalten also jetzt im IntervallO=<w <2” 
im allgemeinen vier verschiedene Werte von w und nicht wie in der 
Ebene nur zwei. 

Mit dem Abstand zweier Punkte und dem Winkel zweier Geraden 
oder Ebenen haben wir noch nicht alle metrischen Begriffe erschépft. Als 
weitere Beispiele nennen wir etwa den Abstand eines Punktes von einer 
Geraden oder einer Ebene oder auch den Winkel zwischen einer Geraden 
und einer Ebene; allgemein la8t sich, wenn zwei beliebige Grund- 
gebilde gegeben sind, immer ein zugeh6riger metrischer Begriff bilden. 
Alle diese lassen sich aber auf die betrachteten metrischen Grund- 
begriffe zuriickfiihren, so da wir uns fiir unsere Zwecke auf die oben 
angegebenen Formeln beschranken konnen. 


§ 2. Diskussion der metrischen Formeln; die beiden 
Kreispunkte und der Kugelkreis. 


In der. elementaren Geometrie beschrankt man sich bei der Dis- 
kussion der Entfernungen und Winkel auf reelle Elemente. Die Ver- 
allgemeinerung auf imaginare Elemente, die wir jetzt vornehmen wollen, 
ergibt vollig neuartige Zusammenhange; diese sind fiir uns von grund- 
satzlicher Bedeutung, da sich der Ubergang zur nichteuklidischen 
Geometrie unter ihrer Benutzung besonders einfach ausfiithren 14Bt. 

A. Diskussion der Entfernungsformeln. In der Ebene haben wir 
fiir den Abstand zweier Punkte erhalten: 


Bye LUN EE SION Eat 

#3 3 
Der Zahler verschwindet, wenn (x, x; — %3%{)? + (%2.%3 — %3%4)” = Oist. 
Wir denken uns nun einen Punkt P mit den Koordinaten %, : %» : %5 
(x3 + 0) fest gegeben. Dann besitzen alle diejenigen Punkte xj: x4: xj 
(x, + 0) der Ebene einen verschwindenden Abstand von P, deren 


9* 
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Koordinaten die obige Gleichung erfiillen. Diese Gleichung zerfallt 
aber in: 


$%4%3 — X%gX, = = (%_%3 — 5.9), aie {45% +1" 5x5 +(%,—1%,) x5 =0, 
lam, — %g%, = —1 (%_%5 — X%_X), "(44.41 — 1.%5.%5 + (x,-+1%5) x4 =0. 
Da die GréBen x, : %.: x3 konstant sind, sind diese Gleichungen in den 
laufenden Koordinaten x; : x5: linear und stellen je eine durch den 
Punkt P gehende gerade Linie dar. Wenn wir zu affinen Koordinaten 
x = x4:%% und y= x,:%4 tbergehen, nehmen die Gleichungen der 
beiden geraden Linien die Gestalt an: 


— 7 4. const = 0, — x — 14’ -+ const = 0. 


Diese Geraden werden als tsotvope Geraden oder auch als Minimalgeraden 
bezeichnet!). In der Ebene gehen also durch jeden eigentlichen?) reellen 
oder imaginaren Punkt Pzwei ausgezeichnete imaginare gerade Linien ; alle 
eigentlichen Punkte derselben besitzen einen verschwindenden Abstand 
von dem Punkt P. Daraus folgt weiter, daB auch alle anderen eigent- 
lichen Punktepaare einer Minimalgeraden einen verschwindenden Abstand 
besitzen, so daB eine Langenmessung auf diesen Geraden unmoglich ist. 

Die Gesamtheit der Minimalgeraden zerfallt, wie aus den zu- 
gehérigen affinen Gleichungen hervorgeht, in zwei Scharen je unter- 
einander paralleler Geraden. Vom projektiven Standpunkt aus kénnen 
wir somit die beiden Scharen als zwei Biischel von Geraden an- 
sehen, die durch je einen Punkt der unendlich fernen Geraden laufen. 
Diese beiden Punkte werden als die beiden imagindren Kreispunkte der 
Ebene bezeichnet*). Wir kénnen sie am einfachsten als die Schnitt- 
punkte der beiden Geraden ¥ + 7y = 0 und « —zy = 0 mit der unend- 
lich fernen Geraden definieren. In homogenen Koordinaten « = x, : x5, 
Y = %_: x, lassen sie sich durch die Gleichungen: 

BG oe = Oe ge 

oder durch die Koordinaten 1 :7:0 und 4: —7: 0 festlegen. Wir wollen 
besonders hervorheben, daB, wie aus der Entfernungsformel folgt, alle 
eigentlichen Punkte der Ebene einen unbestimmten (nicht etwa einen unend- 
lich groBen) Abstand von den beiden Kreispunkten besitzen. Es ist daher 
irrefithrend, wenn die Kreispunkte, wie es mehrfach in der Literatur 
geschehen ist, als die , unendlich fernen“ Kreispunkte bezeichnet werden. 


1) Der Name isotrop riihrt davon her, daB die beiden Scharen dieser Geraden 
bei den Bewegungen der euklidischen Geometrie in sich selbst tibergehen (vgl. 
S. 136), also ihre Richtung nicht andern (iooc toomo0s = gleiche Richtung). Die 
zweite Bezeichnung Minimalgerade weist darauf hin, daB alle endlichen Strecken 
dieser Geraden die Lange Null besitzen. 

2) Ein Punkt, eine Gerade und eine Ebene hei®Bt eigentlich, wenn er bzw. 
sie nicht unendlich fern liegt (vgl. S. 2). 

3) Wie wir S. 136 sehen werden, gehen namlich alle Kreise der Ebene 
durch diese beiden Punkte hindurch. 
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Die obige Definition der isotropen Geraden kénnen wir jetzt fol- 
gendermaen aussprechen: Eine Gerade ist isotrop, wenn sie durch einen 
Kreispunkt hindurchgeht. Im Sinne dieser Auffassung haben wir die 
unendlich ferne Gerade ebenfalls als isotrop anzusehen; sie ist vor den 
iibrigen isotropen Geraden dadurch ausgezeichnet, daB sie nicht nur 
durch einen, sondern durch beide Kreispunkte hindurchlauft. 


Im Raum treffen wir ahnliche Verhaltnisse wie in der Ebene. Die 
Formel fiir den Abstand zweier Punkte lautet hier: 


V (24 — 44)? (gH — 42444)? +E (5% — 44%)? 
Ny Kh ‘ 


rat 


Die Koordinaten der Punkte, die von einem festen eigentlichen Punkt 
%1i%_ 2%, i%q_ (%, += 0) eimen verschwindenden Abstand besitzen, er- 
fiillen die folgende Gleichung: 


(44 %4 — %4%1)? + (% 9% — % 4%)? + (73% — %q%)> = 0, %,+0, 24 +0. 
Diese Jautet in affinen Koordinaten: 
wv +iy—yP+@—z)=0, 


stellt also einen nullteiligen Kegel dar, dessen Spitze in dem betrachteten 
festen Punkt liegt. Im Rawm gehen somit durch jeden eigentlichen Punkt 
micht nur zwet, sondern einfach unendlich viele Minimalgeraden, nam- 
lich die Erzeugenden des angegebenen nullteiligen Kegels. Je zwei 
dieser Kegel, die von den verschiedenen Raumpunkten auslaufen, 
lassen sich durch eine Parallelverschiebung zur Deckung bringen. 
Sie schneiden daher simtlich die unendlich ferne Ebene in demselben 
nullteiligen Kegelschnitt, der als der imagindvre Kugelkreis des Raumes - 
bezeichnet wird). Wir kénnen ihn am einfachsten durch den Schnitt 
des Kegels «2 + y2-+ z2 = 0 mit der unendlichen fernen Ebene definie- 
ren. In homogenen Koordinaten besitzt er die Gleichung: 


oe oe Oe i 0 


Genau wie in der Ebene hat auch im Raum jedes eigentliche Punktepaar 
einer Minimalgeraden einen verschwindenden Abstand, wahrend alle 
Punkte des Kugelkreises einen unbestimmten Abstand von den eigent- 
lichen Punkten besitzen. Im Sinne der projektiven Auffassung werden 
wir jetzt eine Gerade als isotrop bezeichnen, wenn sie mindestens einen 
Punkt mit dem Kugelkreis gemeinsam hat; so sind im besonderen alle 
unendlich fernen Geraden als isotrop anzusehen. 

B. Diskussion der Winkelformen. In genau derselben Weise 
wie den Abstand wollen wir jetzt die Formeln fiir den Winkel disku- 


1) Dieser nullteilige Kegelschnitt ist namlich dadurch ausgezeichnet, dai 
alle Kugeln des Raumes durch ihn hindurchgehen (vgl.-S. 136). 
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tieren. In der Ebene wird der Winkel w zwischen den. beiden Geraden 
Uy i U_: U3 und uw, :u,:u, durch die Formeln bestimmt: 

cos@ = Kaa , sno= oes — 

Vos + 0 Yur? + uy? soa + us uy? 

Wenn der Zahler von cos w verschwindet, liegen die aaa cule 
wie man leicht erkennt, harmonisch zu den beiden isotropen Geraden 
ihres Schnittpunktes. Wenn der Zahler von sinm verschwindet, gilt 
Uy3Uy=U;: uy, und die beiden Geraden sind parallel. Wenn schlieBlich der 
Nenner verschwindet, ist fiir den Fall uw? ++ u3 = 0 die Gerade w, und 
fiir den Fall ui? + «3? =0 die Gerade w’ isotrop. Denn nach S. 86 
stellen die angegebenen Bedingungen die Gleichung des Kreispunkte- 
paares in Geradenkoordinaten dar; diejenigen Geraden, deren Koordi- 
naten diese Gleichung erfiillen, miissen somit durch einen der beiden 
Kreispunkte hindurchgehen, d. h. isotrop sein. 

Die weitere Diskussion gestaltet sich etwas anders als bei der Ab- 
standsformel, da die GréBe w des Winkels durch die zugeh6rigen trigono- 
metrischen Funktionen gegeben ist. Wir beschranken uns auf den Fall, 
daB keine der beiden Geraden mit der unendlich fernen Geraden zu- 
sammenfallt. Wenn dann zunachst beide Geraden isotrop und parallel 
sind: 44 = €1 Uy, Uy, = €1uy,€=+1, wird sowohl Zahler wie Nenner von 
cos@ und sinw gleich Null. Parailele isotrope Gerade ergeben somit einen 
unbestimmten Winkel. Wenn dagegen die beiden Geraden isotrop von 
verschiedener Art sind, d.h. also, wenn die eine Gerade durch den 
ersten, die andere durch den zweiten Kreispunkt geht: w,=€7U, 
u,= —éiu,, €=—+1, ergibt sich cosw =o, sin w = oo; aus funktio- 
nentheoretischen Uberlegungen (wir diirfen uns hier nicht auf das Reelle 
beschranken), folgt hieraus w=cot). Zwei nicht parallele isotrope 
(eigentliche) Geraden bestimmen somit einen unendlich grofBen Winkel. In 
derselben Weise folgt: Der Winkel zwischen einer (eigentlichen) isotropen 
Geraden und einer nicht isotropen Geraden ist unendlich groB. Wenn 
dagegen keine der beiden Geraden isotrop ist, erhalten wir stets einen 
endlichen Winkel. Im besonderen verschwindet der Winkel dann und 
nur dann, wenn die beiden Geraden parallel sind; ferner stehen die 
beiden Geraden senkrecht aufeinander, wenn sie zu den beiden isotropen 
Gevraden durch thren Schnittbunkt harmonisch legen. 


Im Raume lautet die Formel fiir den Winkel zweier Ebenen: 
UU, + Up Uy + UUs 
= Ta Aa ae Vide ae ae 
V (us — UU)? + (uy Uus — U4)? + (UgU% — U,U5)? 
V adh 0h 0h Ve? oa? 0? 
1) cos @ und sin sind ganze transzendente Funktionen, die fiir keine end- 


liche Zah] @ gleich co werden; wenn daher cos oder sin bei einér gewissen Ande- 
rung von ® unbegrenzt wachst, so muB bei dieser das Argument gegen 00 streben. 


COS @ = 


sin@ = + 
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Wenn der Zahler von cosw verschwindet, liegen die beiden be- 
trachteten Ebenen harmonisch zu den beiden Ebenen, die sich durch 
ihre Schnittgerade tangential an den Kugelkreis legen lassen; denn die 
betreffende Gleichung entsteht durch Nullsetzen der polaren Form des 
Kugelkreises ui +a Uz = 0 (vgl. S. 55). Wenn der Zahler von sin 
verschwindet, schneiden sich die beiden Ebenen, falls sie nicht identisch 
sind, in einer isotropen Geraden. Der Beweis ergibt sich folgendermaBen. 
Wenn zunachst entweder u,, u, wu, oder u,, “3, us gleichzeitig ver- 
schwinden, also eine der beiden Ebenen mit der unendlich fernen 
Ebene zusammenfallt, ist die Behauptung evident. Wenn dies nicht 
der Fall ist, ist die Schnittgerade der beiden betrachteten Ebenen 
parallel zu der Schnittgeraden der beiden durch den Koordinaten- 
anfangspunkt gehenden Parallelebenen: 14%, + tg%_ + u3%3—= 0 und 
UX, + U4%»_ + u4%3, = 0. Diese beiden Ebenen kénnen zunachst iden- 
tisch sein; dann sind die beiden Ausgangsebenen parallel, schneiden 
sich also in einer unendlich fernen Geraden. Oder die angegebenen 
Parallelebenen haben eine endliche Gerade gemeinsam, fiir deren Punkte 
die Beziehung gilt: 


| | 
| Uy Ue! 


Me Us | (uy Us 
“fm Me | 


| 
Ca 
1 3 


Infolge des Verschwindens des Zahlers von sinw ergibt sich hieraus: 
xq + *3 + x3 =0,d.h. die Punkte der Schnittgeraden liegen auf einer 
isotropen Geraden. Wenn schlieBlich der Nenner von cos @ oder sin @ ver- 
schwindet, erfiillen die Koordinaten einer oder beider Ebenen die Glei- 
chung des Kugelkreises. Die betreffende Ebene ist also entweder un- 
endlich fern oder beriihrt den Kugelkreis; derartige Ebenen werden als 
tsotrop bezeichnet. 

Fir die Gré8e w ergeben sich hieraus die folgenden Satze: Zwei 
parallele isotrope (eigentliche) Ebenen ergeben einen unbestimmten Winkel. 
Nicht parallele isotrope (eigentliche) Ebenen und genau so eine isotrope (eigent- 
liche) Ebene mit einer nicht isotropen Ebene bestimmen einen unendlich 
gropen Winkel. Wenn dagegen keine der beiden Ebenen isotrop ist, erhalten 
wy stets einen festen endlichen Winkel. Im besonderen verschwindet der 
Winkel dann und nur dann, wenn sich die beiden Ebenen in einer tso- 
tropen Geraden schneiden, ohne selbst isotrop zu sein. Ferner stehen zwer 
Ebenen aufeinander senkrecht, wenn sie zu den beiden durch thre Schnitt- 
gerade gehenden isotropen Ebenen harmonisch liegen. An diesen Satzen 
wollen wir besonders hervorheben, da8 im imaginaren Gebiet des 
Raumes das Verschwinden des Winkels kein Kriterium fiir den Paralle- 
lismus zweier Ebenen ist. 

C. Die Kreispunkte und der Kugelkreis. Die vorstehenden Uber- 
legungen haben gezeigt, daf die euklidischen Abstandsformeln in der Ebene 
und im Raume in unmittelbarer Bezxiehung zu einem einmal ausgearteten 
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quadratischen Gebilde stehen, namlich dem Kreispunktepaar bzw. dem 
imaginaéren Kugelkreist). Auf der geraden Linie tritt entsprechend der 
(doppelt zu zahlende) unendlich ferne Punkt auf, den wir ebenfalls 
als ausgeartetes quadratisches Gebilde anzusehen haben (vgl. die 
Tabelle S. 70). Diese sogenannten ,,fundamentalen Gebilde“ sind grund- 
legend fiir die ganze euklidische Metrik. So ist uns z. B. bereits aus 
Kapitel III bekannt, daB bei den euklidischen Bewegungen und 
Ahnlichkeitstransformationen das jetzt als fundamental bezeichnete 
Gebilde invariant bleibt.. Diesen Satz kénnen wir uns nunmehr auf 
folgende, sehr einfache Weise klar machen. Da namlich bei den Be- 
wegungen und Umlegungen alle Langen ungedndert bleiben, mu8 bei 
ihnen die Gesamtheit der Minimalgeraden, auf denen ja jede end- 
liche Strecke die Lange Null besitzt, in sich selbst iiberfiihrt werden. 
Dasselbe gilt fiir die Ahnlichkeitstransformationen, bei denen jede Lange 
mit einem konstanten Faktor multipliziert wird. Dann miissen aber 
bei den betrachteten Transformationen auch diejenigen Elemente in 
sich selbst titbergehen, die allen Minimalgeraden gemeinsam sind; das 
sind aber gerade die beiden Kreispunkte und der Kugelkreis. 
AnschlieBend hieran miissen wir noch die Namen ,,die beiden 
imaginaren Kreispunkte der Ebene“ und ,,der imaginare Kugelkreis 
des Raumes“ erkléren. In gewodhnlichen rechtwinkligen Parallel- 
koordinaten lautet die Gleichung eines Kreises bzw. einer Kugel: 


Kreis: etyt2Axn+2By+C=0, 
Kugel: «2+ y7?+ 2+ 2Ax4+ 2By4+ 2Cz+D=0. 


In homogenen Koordinaten nehmen diese Gleichungen die Gestalt an: 


Kreis: 23 -+%3+2A%,%,+ 2Bx,x,+ Cx3=0, 
Kugel: x7 + 4$4+ 23+ 2A%,%,+ 2Bx,%, + 2C xx, + Dxj= 0. 


Die Schnittpunkte eines Kreises mit der unendlich fernen Geraden 
% = 0 bzw. die Schnittkurve einer Kugel mit der unendlich fernen Ebene 
%, = 0 sind durch die Gleichungen bestimmt: 


t,=0;, Mtwe=0, bzw. %4=0, 4a te—o0- 


Jeder Kreis der Ebene geht also durch die beiden Kreispunkte und jede 
Kugel des Raumes durch den Kugelkreis. Dieser Satz zeigt uns nochmals, 
daB die fundamentalen Gebilde von jedem eigentlichen Punkt einen un- 
bestimmten Abstand besitzen; denn ob wir um den eigentlichen Punkt 
einen Kreis oder eine Kugel von 0,001 mm oder 1cm oder 1 km Radius 
schlagen, immer enthalten diese Kurven bzw. Flachen gleichen Ab- 
standes die fundamentalen Gebilde. 


1) Der Leser mége nachpriifen, an welcher Stelle der Tabellen S. 85 und 92 
sich diese quadratischen Gebilde finden, 
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Der angegebene Satz la8t sich dahin umkehren, daB jede Kurve 
zweiter Ordnung, die durch die beiden Kreispunkte geht, bzw. jede der- 
artige Flache, die den Kugelkreis enthalt, ein Kreis bzw. eine Kugel ist. 
Denn eine leichte Uberlegung ergibt, da8 ihre Gleichung dann die oben 
angegebene Gestalt besitzen mu. Die Kreise bzw. Kugeln kénnen dabei, 
wenn wir uns auf reelle Kurven und Flachen beschranken, in ein Paar 
konjugiert imaginarer Geraden bzw. einen nullteiligen Kegel ausarten, 
welche durch die ausgezeichneten Elemente hindurchgehen. Diese 
Gebilde, die nur einen einzigen reellen Punkt besitzen, lassen sich als 
Kreise und Kugeln vom Radius Null auffassen; man pflegt sie daher 
auch als Punktkreise bzw. Punktkugeln za bezeichnen. SchlieBlich 
k6énnen wir auch noch die unendlich ferne Gerade bzw. Ebene erhalten 
(d. h. einen Kreis bzw. eine Kugel mit unendlich groBem Radius). 


§ 3. Die euklidische Metrik als projektive Beziehung zu den 
fundamentalen Gebilden. 


Die Untersuchungen von § 2 zeigen, da die metrischen 
Formeln auf projektive Beziehungen zu dem fundamentalen Gebilde 
herauslaufen. So bedeutet z. B. in dem Ausdruck fiir die Entfernung 
zweier Punkte in der Ebene: 


Ve = %5%1)" + (4 — 9%)? 

Hg Xs 
das Verschwinden des Zahlers, daB die beiden Punkte auf einer Geraden 
mit einem der beiden Kreispunkte liegen usw. Diese wichtige Eigen- 
schaft der metrischen Formeln wollen wir noch mehr hervorheben, 
indem wir sie in einer Gestalt schreiben, welche diese Beziehungen 
unmittelbar hervortreten 1aBt. 

A. Die Darstellung des euklidischen Winkels durch ein Doppel- 
verhaltnis. Wir beginnen mit der Umformung des Winkels zweier Geraden 
uw und w’ in der Ebene; die neue Darstellung wird die Grundlage der 
spateren Untersuchungen in der nichteuklidischen Geometrie sein. Wir 
ziehen durch den Schnittpunkt der gegebenen Geraden # und w’ die zu- 
geh6érigen Minimalgeraden J und J’ und bestimmen das Doppelverhilt- 
nis der so bestimmten vier Strahlen. Nach S. 40 besitzt das Geraden- 
biischel durch den Schnittpunkt von « und w’ in den laufenden Koor- 
dinaten x, die Gestalt >'u,x,-++4>"u;x, = 0. Die beiden Geraden dieses 
Biischels, die durch die beiden Kreispunkte 1:7:0 und 1:—7:0 
gehen, sind durch die Beziehungen festgelegt: 


U,-1-+ Uy-t+ Ug-O0+4,(m-1+u-71+ u5-0)=0 


es = 


und: 
Uy-1 — Uy+t + Ug>-O+ Ag (wy +1 —ug-t-+ uy-0)=0. 
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Daraus folgt aber fiir das Doppelverhaltnis der betrachteten vier geraden 
Linien: 
A, Uti uy —iUh 


DV {uu' J J’} Ag Masi Gaus 


Andererseits ergibt sich aus den S. 130 aufgestellten Formeln fir den 
Winkel: 
Uy UW, + Uy US — 1(Uy US — Up; ) 
Veg 0 + uy? + 0g? 
| (Uy + tug) (uy, — 2288) Yu, +iu,- Vu — ius 
= + = —, 
ug t ug Yue + ws? Vey — tt» Vey + 80 


Wir erhalten also: e~-24°=DV oder: —2t@m@=InDV oder: 


é7'° = cos@m —14-sin@ = + 


freee ti DI 
2, 


Der euklidische Winkel zwischen zwei Geraden der Ebene kann somit als der 
mit > multiplinerte Logarithmus des Doppelverhiltnisses aufgefaft werden, 


welches die Schenkel des Winkels mit den beiden durch thren Schmttpunkt 
hindurchgehenden isotropen Geraden bestimmen. Dieses schéne Resultat ist 
zuerst in einer Jugendarbeit Laguerres (1853) abgeleitet worden). Es blieb 
aber lange unbeachtet, vermutlich weil sich die Geometer an den Ge- 
danken gewohnt hatten, da Metrik und projektive Geometrie in keiner 
Beziehung zueinander standen. Die Bedeutung des Laguerreschen Satzes 
besteht darin, daB sich mit seiner Hilfe die metrischen Begriffe der 
euklidischen Geometrie leicht zu denen der nichteuklidischen Geo- 
metrien verallgemeinern lassen (vgl. Kap. VI). 

Das erhaltene Resultat wollen wir mit einigen bekannten Eigen- 
schaften des Winkels vergleichen. Hierzu weisen wir zunachst nach, 
da die erhaltene Formel fiir reelle Gerade stets einen reellen Winkel 
ergibt. In der Tat besitzt das Doppelverhaltnis zweier reeller Elemente 
mit zwei konjugiert imaginaren den absoluten Betrag 1. Wir kénnen 
daher DV = e'” setzen, wobei ¢ eine reelle Zahl ist. Daraus ergibt 


‘ t z : : 
sich aber @ =—~In (e*?) = — A also eine reelle Zahl, wie zu beweisen war. 


Ferner gibt die erhaltene Formel die Periode des Winkels richtig an. 
Denn der Logarithmus einer Zahl ist bis auf 2k72 unbestimmt 
= + {inpv + ania, wobei * eine beliebige positive oder negative 


ganze Zahl bedeutet. Daraus folgt aber, daB m selbst bis auf ganze 
Vielfache von z unbestimmt ist, wie zu beweisen war. SchlieBlich wollen 


1) Laguerve: Note sur la théorie des foyers. Nouvelles Annales de Math., T. 12, 
S. 64. 


s 
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wir noch nachweisen, daB die beiden Geraden aufeinander senkrecht 
stehen, wenn das betrachtete Doppelverhialtnis gleich — 1 ist. In der 


Tat ergibt sich dann w == In(— ee 5 2k +4)iz, d.h. also — o 


vermehrt um ein beliebiges ganzes Vielfaches von z. 

Aus der abgeleiteten Darstellung des euklidischen Winkels w er- 
gibt sich unmittelbar, daB w den euklidischen Bewegungen und Ahn- 
lichkeitstransformationen gegeniiber invariant ist. Denn bei diesen 
Transformationen werden die beiden Kreispunkte in sich tibergefihrt, 
so daB die betrachteten Minimalgeraden wieder in Minimalgerade tiber- 
gehen. Wenn wir daher die Gré8e des Winkels, den zwei gegebene 
Geraden miteinander bilden, vor und nach der Transformation be- 
stimmen, erhalten wir denselben Wert, da das Doppelverhaltnis bei 
projektiven Transformationen ungedndert bleibt. 

Genau dieselben Uberlegungen wie fiir den Winkel zwischen zwei 
Geraden in der Ebene kénnen wir auch fiir den Winkel zwischen zwei 
Ebenen im Raum anstellen. Es ergibt sich der Satz: Der euklidische 


Winkel zwischen zwei Ebenen ist gleich dem mit multiphizerten Log- 


avithmus des Doppelverhilinisses, welches die beiden Ebenen mut den durch 
thre Schnittgerade hindurchgehenden isotropen Ebenen.bestummen. 

B. Die entsprechende Umformung der euklidischen Entfernung?). 
Die Entfernungsformel der ebenen euklidischen Geometrie: 


V (4 4 — %3 *4)® + (Xp 5 — %y %0)? 
43 Xs 


laBt sich nicht in derartig eleganter Weise wie die Winkelformel durch 
ein Doppelverhaltnis darstellen. Um aber auch hier eine Schreibweise 
zu erhalten, welche die projektiven Beziehungen des Entfernungsbe- 
griffes zu den beiden Kreispunkten klar hervortreten laBt, schlagen 
wir den folgenden Weg ein. Das Verschwinden des Zahlers in der Ent- 
fernungsformel bedeutet, da die beiden Punkte x und %’ und einer 
der beiden Kreispunkte auf einer Geraden liegen. Da die Kreispunkte 
die homogenen Koordinaten 1:7: 0 und 4: —7: 0 besitzen, lassen sich 
diese Beziehungen auch in der Form: 


Li 2) Xs 
ge) Beh Bie 
tat | Ptan0 phere e950.) 


=0 


schreiben. Genau so bedeutet das Verschwinden des Nenners, daB ein 
Punkt oder beide Punkte auf der unendlich fernen Geraden, also der Ver- 


1) Fir den Aufbau der nichteuklidischen Geometrie ist dieser Abschnitt 
entbehrlich, 
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bindungsgeraden der beiden Kreispunkte, liegen. Diese Bedingungen 
k6nnen wir auch in der Form schreiben: 


(eee Pa) Bes xy Hoe Me 
}4 ¢@¢ Oj}=0 und: |4 # O]=0. 
/4 —t 0 1) 1 ou 


Da das Verschwinden dieser Ausdriicke denselben Sinn hat wie das Ver- 


schwinden von Zahler und Nenner in der Abstandsformel, liegt es nahe, 
die Abstandsformel in der folgenden Weise anzusetzen: 


/\%,  %_ %3) |% %_ %g| 

mia elt ian MD teal 
Feet ied Al | Xe Xs! 

sb es Sa ee 4 0 

4-1 0| | 1 —% 0 


Durch Ausmultiplizieren der Determinanten und Vergleichen mit der 
alten Abstandsformel ergibt sich die Richtigkeit dieses Ansatzes; hier- 
bei erkennt man weiter, daB der zundachst unbekannte Faktor c den 
Wert —4 besitzt. 

Der so gewonnene Ausdruck ist aber den homogenen Koordinaten 
noch nicht voll angepaBt. Denn wenn wir die Koordinaten der Kreis- 
punkte in der der fritheren gleichberechtigten Form k,:17k,:0 und 
kg: —t ky: 0 angesetzt hatten, wurden wir statt des Faktors —4 eine 
andere Zah]l erhalten haben. Der Grund hierfiir liegt darin, daB in dem 
Ausdruck fiir y die Koordinaten der Kreispunkte nicht in nullter Dimen- 
sion (wie etwa die Koordinaten %,:%2:%, und 4%; :%9:4%3) auftreten. 
Um diesen Faktor zu bestimmen, bezeichnen wir die Koordinaten der 
Kreispunkte mit ¢,:&:&, und &:&:&% und setzen die Abstands- 
formel wieder in der eben abgeleiteten Form an: 


r=+e! 


wobei wir die Determinante: 


|X, Me Os 
Py Pe Bs | = (0 Py) 
1¥%1 Ye Ys 
gesetzt haben. Weiter betrachten wir zwei Punkte a, : dg: a3 und a}: a3: a3, 
welche den festen Abstand 1 besitzen sollen. Dann ergibt sich: 


V(aa a’ E)+( ee 
= ee GEE) -(@ EE) 
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Durch Einsetzen des sich hieraus fiir c ergebenden Wertes erhalten wir 
die endgiiltige Formel: 
VGH Sex 2) (abX) (CEL) 

~ Vlad’ &)-(aa' &)- (XE) EE) 
In diesem Ausdruck treten jetzt alle Variabelnreihen in der nullten Dimen- 
sion auf, so daB die verschiedenen gleichberechtigten Wertsysteme die- 
selbe Zahl fiir den Abstand 7 ergeben. 

Wenn wir eine beliebige projektive Transformation ausfihren, 
multiplizieren sich in dem Ausdruck fiir 7 alle Determinanten mit der 
Substitutionsdeterminante der zugehérigen Substitution als Faktor 
(S. 21). Diese Faktoren heben sich aber gegenseitig fort, so daB der 
erhaltene Ausdruck beliebigen projektiven Transformationen gegenitber 
invariant bleibt. Geometrisch bedeutet dieses Resultat folgendes: 
Unseren Uberlegungen liegen sechs Punkte zugrunde: Einmal die beiden 
Kreispunkte, dann die beiden Punkte, welche die Einheitsstrecke be- 
grenzen, und schlieBlich die beiden Punkte, deren Entfernung bestimmt 
werden soll. Bei einer beliebigen Kollineation werden diese Punkte im 
allgemeinen in irgendwelche andere sechs Punkte tibergefiihrt. Wenn wir 
den erhaltenen Ausdruck 7 einmal fiir die ersten sechs Punkte und dann 
fiir die zweiten sechs Punkte bilden, erhalten wir infolge der Invarianz 
des obigen Ausdrucks stets denselben Wert von 7. Besonders einfache 
Verhaltnisse ergeben sich, wenn wir uns auf diejenigen Kollineationen be- 
schranken, welche die beiden Kreispunkte invariant lassen, und uns' vor 
und nach der Transformation auf dieses Punktepaar als fundamentales Ge- 
bilde beziehen. Wir erkennen unmittelbar, daB wir hierbei im allgemeinen 
Fall eine Ahnlichkeitstransformation erhalten (die Einheitsstrecke wird in 
eine beliebige andere Strecke witberfiihrt) ; wenn wir dagegen verlangen, da8B 
auch noch die Einheitsstrecke in eine Strecke derselben Lange ttbergeht, 
ergeben sich die Bewegungen und Umlegungen der euklidischen Geo- 
metrie. 


§ 4. Die Ersetzung der Kreispunkte und des Kugelkreises 
durch reelle Gebilde. 


In der euklidischen Geometrie kénnen wir die merkwiirdigen MaB- 
verhaltnisse, die in bezug auf die isotropen Elemente herrschen, bis jetzt 
nicht anschaulich itbersehen, da diese Gebilde imaginar sind. Um uns die 
hier auftretenden Verhdltnisse trotzdem anschaulich zu machen, fiihren 
wir in der Ebene bzw. im Raum die folgende imaginare Kollineation aus: 


Gi SS Gh Oi Se, WR OR WAT. PRES te FSO, Cie Baa 


in affinen Koordinaten besitzt sie die Gestalt: 


Rian DLWasy == eae 2", 
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Durch diese Kollineation werden die beiden Kreispunkte x; + x3 = 0, 
X, = 0 in das reelle Punktepaar: x; — x3= 0, x; = 0 bzw. der imaginare 
Kugelkreis x} + x3 + x3 = 0, %4 = indie ovale Kurve xj + x3 — x; =0, 
X, = 0 iiberfiihrt. Die isotropen Geraden und Ebenen der euklidischen 
Geometrie werden also (zum Teil) auf-reelle Geraden und Ebenen ab- 
gebildet, so daB8 wir die in bezug auf sie herrschenden Mafverhaltnisse 
anschaulich wbersehen kénnen. Das betrachtete imaginare Abbild der 
euklidischen Geometrie, welches im Reellen eine véllig neuartige Metrik 
bestimmt, wird als pseudoeuklidische Geometrie bezeichnet ; diese hat durch 
ihre Verwendung in der speziellen Relativitatstheorie eime besondere Be- 
deutung erhalten (vgl. S. 318). 

Wir beschaftigen uns zunachst mit der ebenen pseudoewklidischen 
Geometrie, Hierzu fiihren wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
x,y ein; statt dessen werden wir auch zum Teil die homogenen Koor- 
dinaten! 4% == 400d) Vi 3 Foe DERULZenL 

Die Abstandsformel in der euklidischen Geometrie lautet: 


r=ty(«—#P+y—y). 


Durch die angegebene Transformation erhalten wir hieraus als Ab- 
standsformel der pseudoeuklidischen Geometrie: 


r=+t)@—x#P—(—y). 


Genau dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir in der Abstandsfor- 
mel, die wir auf S.140 abgeleitet haben, fiir die Kreispunkte die Koordi- 
maten €,:€5:6,=4:4:0 und & 266: 43 ==—4 24 + © eimsetzen, “Aus 
der angegebenen Abstandsformel folgt (auf entsprechendem Wege wie in 
der euklidischen Geometrie), da durch jeden eigentlichen reellen Punkt 
der Ebene zwei reelle isotrope Gerade gehen, auf denen samtliche eigent- 
liche Punktepaare einen verschwindenden Abstand besitzen. Die Ge- 
samtheit der isotropen Geraden besteht aus den beiden Geradenscharen, 
die parallel zu den Winkelhalbierenden der beiden Achsen sind. Pro- 
jektiv kénnen wir diese Geradenscharen als zwei Geradenbiischel durch 
die fundamentalen Punkte 1:1:0 und 1: —1:0 auffassen. 

Die Punkte der Ebene, die in der pseudoeuklidischen Geometrie 
konstanten Abstand vom Koordinatenanfangspunkt besitzen, haben die 
Gleichung «2 — y2= const und sind somit gleichseitige Hyperbeln 
(Abb. 86). Die Ebene wird durch die beiden isotropen Geraden des 
Koordinatenanfangspunktes und die unendlich ferne Gerade in vier 
Felder geteilt, die wir in der Abb. 86 mit J, ZZ, [JJ und IV bezeichnet 
haben. Die Punkte in den Feldern J und JZ haben einen reellen Ab- 
stand von dem Koordinatenanfangspunkt (da hier x > y ist), die Punkte 
in den Feldern J7Z und JV dagegen einen rein imaginaren Abstand (da 
hier x < y ist). Den Ubergang zwischen diesen Feldern bilden die bei- 
den isotropen Geraden durch den Koordinatenanfangspunkt. Auf ihnen 
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ist die Entfernung aller endlichen Punkte von Koordinatenanfangs- 
punkt gleich Null. In der Tat schmiegen sich die Hyperbeln, je kleiner 
wir den absoluten 
Wert des Abstandes 7 
wahlen (sei er reell 
oderrein imaginar), 
immer mehr den 
beiden isotropen Ge- 
raden an. 

Die eigentlichen 
Transformationen, 
welche jeden der bei- 
den Fundamental- 
punkte der pseudo- 
euklidischen Geome- 
trie in sich selbst 
iiberfiithren, besitzen 
in affinen - Koordi- 
naten, wie man durch 
emen Vergleich mit 
den Formeln S.94 er- 
kennt, die folgenden 

Gleichungen: 


K = CH + Oy'¥ +f, =a +0 
, 7 LL aL . 

YS CyX +lyY +, 
Wir beschaftigen uns hier nur mit den zugehorigen zentro-affinen Trans- 
formationen, die den Koordinatenanfangspunkt in sich selbst iiberfiihren, 
setzen also die Parallelverschiebungen ~ und g gleich Null. Die so er- 
haltenen Transformationen sind im allgemeinen Ahnlichkeitstransforma- 
tionen; wenn wir die starren Transformationen erhalten wollen, muB 
die Determinante gleich +4 oder —1 gesetzt werden. Diese eigentlichen 
Kollineationen von der Determinante +1 bezeichnet man als Drehungen; 
sie haben die Gleichungen: 

% = Cy % + CoV’, 

Y = by ¥ + Cy’, 
In der Literatur zur Relativitatstheorie wird die Wurzeldarstellung: 


5 : 
Chip — Cy = 1. 


bevorzugt; man bezeichnet dort diese Kollineationen als Lorenztrans- 
formationen (vgl. S. 318). 
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Geometrisch ergeben die so definierten Drehungen das folgende 
Bild. Die einzelnen Punkte der Ebene wandern auf den in Abb. 86 
eingezeichneten Hyperbeln. Bei eimer bestimmten Drehung geht 
dabei jede der in der Abbildung angegebenen Geraden etwa in Richtung 
der Pfeile in die nachstfolgende Gerade tiber. Diese Geraden haufen 
sich um so mehr, je naher wir an die beiden isotropen Geraden 
kommen und sind deshalb in der Nahe dieser Geraden nicht mehr ein- 
gezeichnet. Wir ersehen hieraus deutlich, daB die Drehungen der eukli- 
dischen Geometrie in der Nahe der isotropen Geraden den Charakter der 
reellen Drehungen vollig verlieren; denn wie weit wir auch drehen mdgen, 
wir kommen nie iber eine bestimmte Grenzlage, eben die isotropen Ge- 
raden, heraus!). Ein Punkt aus den Feldern J oder J (Abb. 86) kann somit 
bei den betrachteten Drehungen nicht in Feld JJI oder IV gelangen. 

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich auch deutlich, daB eine iso- 
trope Gerade mit einer nichtisotropen Geraden einen unendlich groBen 
Winkel bildet; denn wir kénnen in der Tat eine Drehung um den Schnitt- 
punkt beliebig weit fortfihren, ohne da eine nichtisotrope Gerade in 
eine isotrope Gerade iibergeht. Ferner sehen wir, da der Winkel zwi- 
schen zwei parallelen isotropen Geraden unbestimmt sein mu; denn 
zwei derartige Gerade kénnen wir durch eine jede Drehung, verbunden 
mit einer geeigneten Parallelverschiebung, ineinander iiberfiihren. 

In genau derselben Weise laBt sich auch 
die raumliche pseudoeuklidische Geometrie 
diskutieren. Von jedem endlichen Punkte lauft 
hier ein ganzer reeller Kegel von isotropen Ge- 
raden aus. Die Flachen konstanten Abstandes 
von einem Punkte bestehen im Innern des zu- 
gehorigen isotropen Kegels aus zweischaligen 
Hyperboloiden, im AuBern dagegen aus ein- 
schaligen (Abb. 87). Der isotrope Kegel teilt 
den Raum zusammen mit der unendlich fer- 
nen Ebene in drei Gebiete (im Fall der Ebene 
hatten wir vier Gebiete erhalten). Die Punkte 
im Innern des Kegels besitzen einen rein ima- 

Abb. 87. gindren Abstand von der Spitze des Kegels, 

die Punkte im AuSern dagegen einen reellen. 

Diese beiden Gebiete lassen sich somit nicht durch reelle Drehungen um 
die Spitze des Kegels ineinander tberfiihren. 


1) Auf S. 107 haben wir die Kollineationen, die einen ovalen Kegelschnitt 
der Ebene invariant lassen, auch dann als Drehungen bezeichnet, wenn zwei 
reelle Fixpunkte auf dem Kegelschnitt vorhanden sind, obwohl diese Drehungen 
zunachst keine Ahnlichkeit mit den euklidischen Drehungen zu haben schienen. 
Jetzt sehen wir aber, daB die euklidischen Drehungen im imaginaren Gebiet ein 
ahnliches Verhalten zeigen, so daB die obige Bezeichnung gerechtfertigt erscheint. 


Metrik im Strahl- und Ebenenbindel; spharische und elliptische Geometrie. 445 


§5. Die Metrik im Strahl- und Ebenenbiindel; die spharische 
und die elliptische Geometrie. 


A. Die Metrik im Biindel. Fir unsere spateren Untersuchungen 
spielen die metrischen Verhiltnisse, die in dem Strahl- und Ebenen- 
biindel auftreten, eine wichtige Rolle. Wir gehen von einem gewohn- 
lichen rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem +,, %2, %, aus und 
betrachten die Gesamtheit der Ebenen und Geraden, die durch den Ko- 
ordinatenanfangspunkt laufen. Zwei derartige Ebenen 1, : ug: Us: 0 
und um : 43: 4,:0 bestimmen nach S. 130 einen Winkel w, fiir den: 


Uy Uy + Uy Uy + Us; Us 
+e + us + ue Yu? ue + ue” 
4 V (06, 4 = thy 14)? (my 1h — ta, 4)® (tea mh — 145 06)? 


uj + us + uw} fu? + u2 + ue 


ist. Fir die folgenden Uberlegungen haben wir auBerdem noch den 
Winkel zu berechnen, den zwei durch den Nullpunkt laufende Gerade 
miteinander bilden. Eine gerade Linie dieser Art k6nnen wir am einfach- 
sten durch die Angabe der Koordinaten *,, %, x, festlegen, die ein be- 
liebiger auf ihr liegender Punkt besitzt; denn nach S.9 sind die Ver- 
haltnisse dieser Punktkoordinaten als homogene Koordinaten der be- 
trachteten Geraden verwendbar. Nun ist der Winkel, den zwei Geraden 
%1i%_i%_3 und xj: %5: x; bilden, gleich dem Winkel, den die beiden 
auf diesen Geraden im Koordinatenanfangspunkt senkrecht stehenden 
Ebenen bestimmen, Aus den Elementen der analytischen Geometrie 
ist bekannt, daB diese beiden Ebenen die Ebenenkoordinaten 
Ape tei Ui Nae Nols Ve oO y UMC ty) 0 tail Ue 2 4 == 44 | Xa XO Dex 
sitzen, Der gesuchte Winkel zwischen den beiden Geraden %, : %» : %3 
und 4#{: «3: %3 betragt also: 


cos @ = 


sin = 


2h tg My 
V+ 8 $8 x2 +2 + 2’ 


Vm X53 — Hig B4)® + (%1 3 — % 3%)? + (%_. 45 — %3 X59)? 


Vai + a8 + 98 Ya? + xP + x? 


Die so erhaltenen Formeln kénnen wir in gewohnter Weise disku- 
tieren, was wir dem Leser iiberlassen wollen. Nach der friiheren Defini- 
tion (S. 135) haben wir hierbei diejenigen Ebenen des Biindels als isotrop 
zu bezeichnen, welche den imaginaren Kugelkreis des euklidischen Rau- 
mes beriihren; ferner werden nach S, 133 diejenigen Geraden isotrop ge- 
nannt, welche die Punkte des Kugelkreises vom Zentrum des Biindels 
aus projizieren. 


cos@ = + 


sin @ = + 
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Der fundamentale Kegelschnitt des euklidischen Raumes wird~in 

der Geometrie des Biindels durch denjenigen nullteiligen Kegel wieder- 
gegeben, der vom Zentrum des Biindels nach dem Kegelschnitt hinlauft ; 
er besitzt in den angegebenen rechtwinkligen Parallelkoordinaten die 
Gleichung: g@t@+2=0. 
Diesen nullteiligen Kegel werden wir als das fundamentale Gebilde: der 
Metrik im Biindel bezetchnen. Man erkennt, daB er bei allen euklidischen 
Bewegungen des Biindels um seinen Mittelpunkt in sich selbst tibergeht. 
In bezug auf den fundamentalen Kegel kénnen wir den Winkel zwischen 
zwei Ebenen bzw. zwei Geraden des Biindels in entsprechender Weise 
wie in der euklidischen Geometrie der Ebene und des Raumes (vgl.S. 138 
und 139) durch ein Doppelverhdltnis festlegen. Es gelten namlich die 
Satze: 


Im Biindel ist der Winkel zwischen | Im Biindel ist der Winkel zwischen 


zwei Ebenen gleich fe mal dem | zwei Geraden gleich = mal dem 


Logarithmus des Doppelverhalt- | Logarithmus des Doppelverhalt- 
nisses, welches die beiden betrach- | nisses, welches die beiden betrach- 
teten Ebenen mit den durch ihre | teten Geraden mit den in ihrer 
Schnittgerade gehenden isotropen | Verbindungsebene liegenden iso- 
Ebenen bestimmen. tropen Geraden bestimmen, 


An den abgeleiteten Formeln und Satzen fallt sofort die Sym- 
metrie auf. Sie ist die Folge des im Biindel geltenden Dualitats- 
prinzipes, nach dem, wie man leicht erkennt, (im Biindel) die gerade 
Linie zur Ebene dual ist. Wéahrend aber das Dualitétsgesetz in der 
euklidischen Metrik der Ebene und des Raumes seine Giiltigkett verliert, 
bleibt es in der euklidischen Metrtk des Biindels erhalten. Der innere 
Grund hierfiir liegt darin, daB sich die Metrik in den beiden ersten 
Fallen auf ein undualistisch ausgeartetes fundamentales Gebilde griin- 
det1), wahrend das fundamentale Gebilde der Metrik im Biindel iiber- 
haupt nicht ausgeartet ist (fiir die Geometrie im Biindel ist der Kegel 
das allgemeinste quadratische Gebilde; fiir die Geometrie des Raumes 
ist er dagegen einmal ausgeartet). 

B. Beziehungen zur Geometrie auf der Kugel. In der Elemen- 
targeometrie pflegt man die Geraden eines Biindels in anderer Weise, 
als es in Abschnitt A geschehen ist, festzulegen. Man beschreibt hierzu 
um das Zentrum des Biindels eine Kugel vom Radius 1 und be- 


1) Die beiden Kreispunkte bzw. der Kugelkreis werden durch eine Gleichung in 
Geraden bzw. Ebenenkoordinaten, aber durch zwei Gleichungen in Pnnktkoor- 
dinaten dargestellt (vgl. S. 86 und 93). Hieraus folgt unmittelbar, daB diese 
Gebilde nicht zu sich selbst dual sind. In der Tat wiirde in der Ebene den 
beiden Kreispunkten dual ein Geradenpaar bzw. im Raum dem Kugelkreis ein 
Kegel entsprechen. 
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stimmt die Geraden und Ebenen des Biindels durch die zugehérigen 
Punkte und grdéBten Kreise der Kugel. Die Metrik im Biindel wird so 
durch die Mafbestimmung auf der Kugel, d. h. also die sphérische 
Geometrie, und durch die spharische Trigonometrie ersetzt. Bei dieser 
Abbildung entsprechen jeder Geraden des Biindels zwei Punkte der 
Kugel, wahrend umgekehrt jedem Punkt der Kugel eine und nur eine 
Gerade entspricht. Die Abbildung der Geraden auf die Kugelpunkte 
ist also keine ein-eindeutige, sondern eine ein-zweideutige Beziehung, 
wahrend die Abbildung der Ebenen des Biindels auf die gré8ten Kreise 
der Kugel ein-eindeutig ist. 

Infolge dieser Verhdltnisse wird in der spharischen Geometrie 
der Winkel zwischen zwei zum Mittelpunkt der Kugel gehenden 
Geraden anders festgelegt wie in der Geometrie im Bimndel. Denn 
bei den Festsetzungen der spharischen Geometrie haben wir es mit 
Halbgeraden (Abb. 89) 
und nicht, wie bei der 
Geometrie im Biindel, 
mit Vollgeraden (Abb.88) 
za tun; der Winkel w 
zwischen zwei Halb- 
geraden ist aber nicht 
bis auf das Vorzeichen 
und Vielfache von z be- Abb. 88. Abb. 89. 
stimmt: + w + 7, son- 
dern bis auf das Vorzeichen und Vielfache von 27, also: +w + 2nz. 
Der Winkel zwischen zwei Ebenen bleibt dagegen bis auf das Vorzeichen 
und Vielfache von zx unbestimmt: +w-+xz, da die Normale einer 
Ebene eine Vollgerade und keine Halbgerade ist. Die andersartige Fest- 
- legung des Winkels zwischen zwei Halbgeraden kommt analytisch 
dadurch zum Ausdruck, da8 fiir die Kugelpunkte x7-+ %3+%3=41 
ist. Infolgedessen nimmt die fiir den Winkel zwischen zwei Geraden auf: 
S. 145 angegebene Formel jetzt die Gestalt an: 


COS a = -E (% 1X] + %_%q + % 3%) 5 
sin © = + /(x1 24 — M%_.%4)® + (my 4 — %y%4)? + (499% — Xqx4)?. 


In cos w miissen wir uns entweder fiir das positive oder das negative 
Vorzeichen entscheiden. Aus der Betrachtung des speziellen Falles, in 
dem die beiden Halbgeraden x, : x, : %, und x4 : % : x; zusammenfallen: 
cos @ = + (x7 + «3 + x3) = +1, folgt, daB wir das positive Vor- 
zeichen zu wahlen haben. In sin w bleibt dagegen eine Quadratwurzel 
stehen, so daB wir hier das Vorzeichen nicht festlegen kénnen. Aus 
diesen Formeln ist aber w bis auf das Vorzeichen und Vielfache von 2z 
bestimmt: + » + 2n7, was zu beweisen war, 


10* 
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C. Die elliptische Geometrie. Die Geraden und Ebenen des Biin- 
dels kénnen wir statt durch den Schnitt mit einer konzentrischen 
Kugel auch durch den Schnitt mit einer projektiven Ebene E fest- 
legen, die nicht durch den Mittelpunkt des Bimndels hindurchgeht. 
Dann bestimmt jede Gerade des Biindels einen und nur einen Punkt 
auf E und genau so jede Ebene des Biindels eine und nur eine Ge- 
rade auf E, so da wir hier in beiden Fallen eine ein-eindeutige 
Beziehung vor uns haben. Wir wollen nun (entsprechend wie in der 
spharischen Geometrie) unter dem Abstand zweier Punkte auf E die GroBe 
des Winkels verstehen, den die beiden zugeh6rigen Geraden des Biindels 
bestimmen. Genau so bezeichnen wir als Winkel zweier Geraden auf E 
den Winkel, den die beiden zugehérigen Ebenen des Biindels bilden. 
Dadurch wird in der Ebene £ eine neuartige Metrik festgelegt, die ganz 
andere Gesetze als die euklidische Metrik der Ebene befolgt. Aus Griinden, 
die wir erst spiter kennenlernen werden, bezeichnet man diese Metrik als 
die elliptische Geometrie auf der Ebene. 

Dieser einfachen Abbildung kénnen wir bereits eine ganze Reihe von 
Satzen iiber die elliptische Geometrie entnehmen, die fiir spatere Unter- 
suchungen von groBer Bedeutung sind. Zuniachst zeigt sie, daB es in der 
elliptischen Geometrie keine unendlich fernen Punkte gibt; denn alle reellen 
Punkte der projektiven Ebene £ besitzen eine endliche Entfernung von- 
einander, da die entsprechenden Geraden im Biindel einen endlichen Win- 
kel bilden. Ferner folgt, daB es in der elliptischen Geometrie keine Par- 
allelen, d.h. einander nicht schneidende Geraden gibt; denn zwei gerade 
Linien haben ebenso wie in der projektiven Geometrie stets einen 
Punkt gemeinsam. Sodann besitzt die elliptische Ebene dieselben 
Zusammenhangsverhaltnisse wie die projektive Ebene und ist somit 
eine einseitige Fliche. Die geraden Linien werden zu geschlossenen Kur- 
ven, deren Lange bei einmaligem Umlauf den Wert 2 besitzt (nicht 
etwa 27, d.h. die Lange der gréBten Kreise auf der Kugel). Wir stellen 
die beiden Satze nebeneinander: 


In der elliptischen Geometrie In der elliptischen Geometrie 
ist die Lange des Weges, den ein | ist die Gré8e der Drehung, die 
Punkt auf der Geraden zuriicklegen | eine gerade Linie ausfiihren mub, 
muB, um wieder mit seiner Aus- | um wieder mit ihrer Ausgangslage 
gangslage zur Deckung zu kom- | zur Deckung zu kommen, gleich. 
men, gleich z. 


Die Lange einer Strecke ist also in der elliptischen Geometrie nur bis 
auf das Vorzeichen und ganzzahlige Vielfache von z bestimmt, genau 
wie die GréBe eines Winkels. 

Um die Entfernungs- und Winkelformeln der elliptischen Geometrie 
aufzustellen, gehen wir von einem raumlichen rechtwinkligen Parallelkoor- 
dinatensystem *,, %), %, aus, dessén Anfangspunkt mit dem Zentrum des 
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Biindels zusammenfallen mége. ee 
DieSchnittebene, in der wir die 
elliptische Geometrie konstruie- 


ren, soll die Gleichung x, = 1 
besitzen. Einen Punkt dieser q 
Ebene legen wir durch affine 


Koordinaten x, und %, fest, die 
mit den zugehorigen beiden 
ersten raumlichen Koordinaten 
%, und x, desselben Punktes tiber- 
einstimmen mégen: %,=%,, 2 
%_ = %, (Abb. 90), : Daraus 
folgt, daB zwei Punkte %,, %» 
und %;, x5 der elliptischen Geometrie den Abstand: 


XX, + X%_%y +14 
ae ee a yx2 + x2 +1 
Vs 23 — Xp 1) + (4% — m4) + (% — 4)? 
Vat+et+1ye?+%2+1 
besitzen. Wenn wir nun zu homogenen Koordinaten tibergehen, um 
alle Punkte der projektiven Ebene zu umfassen, erhalten wir gerade 
wieder die alten Formeln. Es folgt somit, wenn wir die Querstriche 
fortlassen: 


Abstand zweier Punkte x,:%,:%, und %,:%,:%, in der ebenen 
elliptischen Geometrie: 


Xy 


Abb. 90. 


cos @ = 


sin @ = + 


Hy X] -b Xy Xo + Xg Xp 
Segoe ree Vx? + xg? + xg? 
V (4 45 — %q 1)? ++ (4 4% — He a as = z — %3 %)? 
Vi tb + gee + 
Auf entsprechendem Wege ergibt sich: 


Winkel zweier Geraden uz: Ug: Us Und Mi; : Ua: Us in der ebenen ellip- 
tischen Geometrie: 


cos ®@ = 


sin w = -+ 


eae ase Uy Uy, + Uy Uy + Uy U3 
Vea +Us uy ur + U3? + 03? 
V (ty Ws — My 4)? + (ty 5 — Uy Wi) + (tg 45 — Ug Ms)" 
Vat EW + 0h Yu? + ag? + as? 
Bei der Abbildung des Biindels auf die elliptische Ebene wird der 
fundamentale Kegel x; + x; -+ *; = 0 des Biindels (wobei x,, x2, %g 


rechtwinklige Parallelkoordinaten sind) auf den nullteiligen Kegelschnitt 
xt + x3 -+ 41 = 0 der Ebene abgebildet. Wenn wir zu homogenen Koor- 


sin@ =-+ 
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dinaten %, = x, : %, und x. = %, : x, tbergehen, erhalt er die Gleichung 
x? + 4° + x4? =0. Das fundamentale Gebilde der ebenen elliptischen 
Geometrie ist also der nullteilige Kegelschnitt xi + x5 +13 = 0. Eine 
Gerade der elliptischen Ebene haben wir als isotrop zu bezeichnen, 
wenn sie den nullteiligen Kegelschnitt berithrt, een Punkt, wenn er 
auf dem nullteiligen Kegelschnitt selbst liegt. Denn diese Geraden und 
Punkte sind die Bilder der isotropen Ebenen bzw. Geraden des Biindels. 
Durch unmittelbare Ubertragung aus der euklidischen Geometrie er- 
geben sich die Satze: ; 


In der elliptischen Geometrie | 
verschwindet der Abstand zweier | 


verschiedener Punkte dann und nur 
dann, wenn beide Punkte auf einer 
isotropen Geraden liegen, aber 
keiner der beiden Punkte selbst iso- 
trop ist. 


In der elliptischen Geometrie 
verschwindet der Winkel zwischen 
zwei verschiedenen Geraden dann 
und: nur dann, wenn sich beide 
Geraden in einem isotropen Punkte 
schneiden, aber keine der beiden 
Geraden selbst isotrop ist. 


Die euklidischen Bewegungen des Biindels um seinen Mittelpunkt 
bilden sich auf die Bewegungen der elliptischen Geometrie ab; diese be- 
sitzen die Eigenschaft, alle elliptisch gemessenen Entfernungen und 
Winkel der Ebene invariant zu lassen. Ferner fiihren diese Bewegun- 
gen den fundamentalen Kegelschnitt in sich iiber, genau wie die eukli- 
dischen Bewegungen des Biindels den nullteiligen Kegel invariant lassen. 

Da der fundamentale Kegelschnitt der elliptischen Geometrie, als 
Gebilde der Ebene betrachtet, eine nicht ausgeartete Kurve zweiten 
Grades darstellt und zu sich selbst dual ist, muf die elliptische Metrik 
ebenfalls in sich selbst dual sein, wie auch schon aus der Betrachtung der 
aufgestellten Formeln hervorgeht (vgl.S.146 und 184 ff.). Infolgedessen 
k6nnen wir in der elliptischen Geometrie nicht nur von aufeinander senk- 
recht stehenden Geraden, sondern auch dual von Punkten mit senkrechtem 
Abstand reden. Derartige Punkte entsprechen aufeinander senkrecht 


stehenden Geraden des Biindels; sie besitzen somit die Entfernung = und 


teilen die geschlossene Gerade in zwei gleiche Strecken. Man kann 
leicht den Satz ableiten (vgl. S. 135): 


Punkte mit senkrechtem Ab- 
stand liegen harmonisch zu den 
beiden Schnittpunkten, die ihre 
Verbindungsgerade mit dem fun- 
damentalen Kegelschnitt bestimmt. 


Geraden mit senkrechtem Win- 
kel liegen harmonisch zu den beiden 
Tangenten, die ihr Schnittpunkt 
mit dem fundamentalen Kegel- 
schnitt bestimmt. 


Durch einen Vergleich mit den entsprechenden Satzen aus der Geo- 


metrie des Biindels (S.146) erkennen wir, daB sich in der elliptischen Geo- 
metrie der Winkel zwischen zwei Geraden und der Abstand zweier Punkte 
folgendermaBen durch Doppelverhialtnisse darstellen lassen: 
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In der elliptischen Geometrie ist In der elliptischen Geometrie ist 
der Abstand zweier Punkte gleich , der Winkel zweier Geraden gleich 


=mal dem Logarithmus des Doppel- 7 mal dem Logarithmus des Dop- 


verhiltnisses, welches die Punkte | pelverhaltnisses, welches die Ge- 
mit den beiden isotropen Punkten | raden mit den beiden isotropen 
ihrer Verbindungsgeraden bestim- | Geraden durch ihren Schnittpunkt 
men, bestimmen. 


Auf Grund dieser Beziehungen kénnen wir jetzt die elliptische Geo- 
metrie in abstrakter Weise definieren, indem wir in einem rechtwinkligen 
ebenen Parallelkoordinatensystem % = x, : %3, Vy =%,: %, den nullteiligen 
Kegelschnitt : 


2 2 2 
%{ + %2 + %3 = 0 


als fundamental auszeichnen und den Winkel zwischen zwei Geraden bzw. 
den Abstand zweier Punkte in der oben angegebenen Weise durch das 
zugehérige Doppelverhiltnis festlegen. Die Verallgemeinerung dieses Ver- 
fahrens auf beliebige quadratische Gebilde wird uns in Kapitel VI zu den 
allgemeinen projektiven MaBbestimmungen fihren. 

Wir wollen zum SchluB nochmals hervorheben, da8 wir die ellip- 
tische Geometrie durch elementare Uberlegungen aus der euklidischen 
Geometrie des Raumes abgeleitet haben. Dieser Zusammenhang zwischen 
den beiden Geometrien kommt dadurch zustande, daB die elliptische Geo- 
metrie die MaSverhaltnisse in der unendlich fernen Ebene der euklidischen 
Geometrie wiedergibt. Denn wahrend jede eigentliche Ebene der eukli- 
dischen Geometrie zwei Punkte mit dem imaginairen Kugelkreis des 
Raumes gemeinsam hat, namlich die beiden zugehérigen Kreispunkte, 
enthalt die unendlich ferne Ebene den ganzen Kugelkreis, so daB das 
fundamentale Gebilde dieser Ebene aus einem nullteiligen Kegelschnitt 
besteht, der eine elliptische Geometrie definiert. Da man nun in der 
euklidischen Geometrie nicht mit unendlich fernen Punkten zu operieren 
pflegt, legt man hier einen bestimmten, unendlich fernen Punkt durch 
eine vom Koordinatenanfangspunkt ausgehende Richtung fest, geht 
also von der elliptischen Geometrie zu der Metrik im Biindel tiber. 

D. Die Beziehungen zwischen der elliptischen und spharischen 
Geometrie. Die spharische Geometrie auf der Kugel und die elliptische 
Geometrie auf der Ebene miissen in einem nahen Zusammenhang stehen, 
da beide Abbilder der Metrik im Biindel sind. In der Tat kénnen 
wir aus der spharischen Geometrie der Kugel die elliptische Geometrie 
der Ebene gewinnen, wenn wir die Kugel von ihrem Mittelpunkt aus 
auf die Ebene projizieren (Abb. 91). Zwei diametral gegeniiberliegenden 
Punkten der Kugel entspricht dabei ein und nur ein Punkt der Ebene, 
entsprechend dem Umstand, da8 die Abbildung der Geraden des Biindels 
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auf die Punkte der Kugel ein-zweideutig, auf die Punkte der Ebene da- 
gegen ein-eindeutig ist. Um umgekehrt aus der elliptischen Geometrie 
der Ebene die spharische Geometrie auf 
der Kugel zu erhalten, miissen wir zu- 
nachst die einseitige elliptische Ebene 
mit einer zweiseitigen Flache bekleiden 
(vgl. S. 16). Diese Flache denken wir uns 
aus zwei untereinander zusammenhangen- 
den Blattern bestehend, von denen das 
eine unmittelbar oberhalb und das andere 
unmittelbar unterhalb der elliptischen 
Ebene verlauft. Die so gewonnene zweisei- 
tige Flache kénnen wir dann-ohne Schwie- 
rigkeiten ein-eindeutig auf die Kugel zu- 
rickabbilden. In anderer Weise kénnen 
wir diese Abbildung der elliptischen Geo- 
metrie auf die Kugel erhalten, indem wir 
je zwei sich diametral gegeniiberliegende 
Punkte der Kugel als identisch ansehen. Einfacher kénnen wir uns 
auch auf die untere Kugelhalfte beschrinken und sie dadurch zu 
einer geschlossenen Flache machen, da wir gegeniiberliegende Rand- 
punkte als identisch betrachten (vgl. Abb. 7, S. 14). 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der elliptischen und der spha- 
vischen Geometrie besteht in folgendem. In der spharischen Geometrie auf 
der Kugel schneiden sich zwei groBte Kreise stets in zwei Punkten; ent- 
sprechend haben zwei gerade Linien in der doppelt tiberdeckten elliptischen 
Ebene ebenfalls zwei Punkte gemeinsam, von denen der eine im oberen und 
der andere im unteren Blatt der doppelt bedeckten Ebene liegt (Abb. 92). 
In der elliptischen Geometrie der Ebene fallen dagegen diese beiden 
Punkte in einen einzigen Punkt zusammen, so 
da8 in der elliptischen Geometrie zwei gerade 
Linien (genau wie in der projektiven Geometrie) 
= stets einen und nur einen Punkt gemeinsam 

Abb, 92. haben. Weiter hangt mit dem angegebenen Un- 
terschied zusammen, dafi in der spharischen 

Geometrie die Kugel von einer geschlossenen Linie in zwei Teile 
zerschnitten wird, wabrend es in der elliptischen Geometrie geschlossene 
Linien, z. B. die Geraden, gibt, die die Ebene nicht zerlegen. In der 
Tat hangen auf der Halbkugel mit zugeordneten Randpunkten die 
beiden Flachenteile, die zu beiden Seiten des Halbkreises verlaufen, 
iiber die Randpunkte miteinander zusammen (Abb. 93). Dasselbe 
findet in der in sich geschlossenen elliptischen Ebene statt. Bei der 
doppelt iiberdeckten projektiven Ebene tritt dagegen wieder eine Zer- 
fallung ein (Abb. 94). Die doppelt zu durchlaufende, zerschneidende Ge- 
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rade verlauft hier zum Teil in dem oberen und zum Teil direkt darunter 
im unteren Blatt; durch diesen Schnitt erhalten wir zwei Teile: einmal 


Abb, 93. Abb, 94. 


die rechte Seite des oberen Blattes, die mit der linken Seite des unteren 
Blattes zusammenhangt, und dann die linke Seite des oberen Blattes, 
die mit der rechten Seite des unteren Blattes zusammenhangt (vgl. 
Abb. 94). Uber diese Unterschiede herrschte frither Unklarheit; es sind 
daher in der Literatur mehrfach falsche Satze aufgestellt worden. 


Kapitel V. 


Die von der euklidischen Geometrie 
unabhangige Einfiihrung der projektiven 
Koordinaten. 


Auf S.154 haben wir die elliptische Géometrie definiert, indem 
wir einen nullteiligen Kegelschnitt auszeichneten und in bezug auf ihn 
eine MaBbestimmung einfiihrten. Bevor wir dieses Verfahren verall- 
gemeinern, miissen wir auf folgende Schwierigkeit eingehen. Bei der 
Festlegung eines nullteiligen Kegelschnittes und der Einfihrung der 
auf ihn gegriindeten MaBbestimmung haben wir uns der Koordinaten 
bedient. Diese Koordinaten sind aber in Kapitel I mit Hilfe der 
euklidischen Geometrie definiert worden, so daB8 sich die elliptische Geo- 
metrie bei der angegebenen Einfiihrung auf der euklidischen Geome- 
trie aufbaut. Um diese Abhangigkeit zu beseitigen, wollen wir zu- 
nachst zeigen, da sich die projektiven Koordinaten unabhingig von der 
euklidischen Metrik rein projektiv definieren lassen. 

Besonderen Wert legen wir dabei auf die Tatsache, daf wir zur 
Koordinateneinfiihrung nicht den gesamten projektiven Raum benotigen, 
sondern dap wir uns bei allen Betrachtungen auf ein geeignetes endliches 
Stiick des Raumes, etwa auf unser Studierzimmer, beschranken kinnen. 
Eine solche Beschrinkung besitzt vor allem deswegen prinzipielles 
Interesse, weil sie der Vorstellung Rechnung tragt, daB wir bei der 
Anwendung der Geometrie auf den Raum der empirischen Anschauung 
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nicht berechtigt sind, Aussagen iiber beliebig weit entfernte Raumteile 
za machen; im besonderen haben Streitigkeiten tiber Existenz oder 
Nichtexistenz der Parallelen (vgl. S. 207) von vornherein keinen Sinn. 


§ 1. Die Konstruktion der vierten harmonischen Elemente. 


Zur Durchfiihrung der angegebenen Aufgabe benétigen wir die 
sogenannte Vierseitskonstruktion. Wir gehen von drei gegebenen 
Geraden A, B und C eines Biischels aus, nehmen auf der Geraden 
C (die vor A und B ausgezeichnet sein mu8) willkiirlich einen Punkt P 
an und legen durch ihn zwei weitere Geraden « und f (Abb. 95). 
Diese Geraden bestimmen mit A und B vier 
Schnittpunkte: «A, BA, «B, BB, von denen 
wir «A mit B durch die Gerade y und 
genau so 4B mit fA durch die Gerade 0 
verbinden. Der Schnittpunkt y 6 bestimmt 
dann mit dem Mittelpunkt O des gegebe- 
nen Biischels A, B, C eine Gerade D, die 
wir als vierte harmonische Gerade zu C in 
bezug auf A und B bezeichnen!). Die Be- 
hauptung lautet, da8 D durch die Lage der 
drei Geraden A, B, C eindeutig bestimmt 
wird und somit von der besonderen Durch- 
fihrung der Konstruktion unabhangig ist. 

Man erkennt zunachst, daB sich diese Konstruktion véllig im 
Innern eines endlichen Raumstiickes durchfiihren laBt, wenn nur O 
innerhalb dieses Bereiches liegt. Der Leser mége sich iiberzeugen, da 
der folgende Beweis auch nur uns erreichbare Elemente benutzt. Wir 
denken uns in der gegebenen Ebene zwei verschiedene Konstruktionen 
des vierten harmonischen Strahles ausgefiihrt: OA BC Pa fydD und 
OABCP’«’ fy’ 0’ D’ (Abb. 96). Es ist zu beweisen, daB D stets mit D’ 
zusammenfallt. Hierzu nehmen wir zundchst an, daB die beiden Kon- 
struktionen sich nicht iiberdecken, sondern, wie in Abb. 96 angegeben, 
nebeneinander liegen. Die Anordnung der beiden Konstruktionen 
wahlen wir so, da8 P zwischen O und P’ liegt. Auf einer durch O gehen- 
den Geraden G, die nicht in die Ebene A, B, C fallen mége, nehmen 
wir sodann zwei Punkte S und S’ derartig an, daB S’ zwischen O und S 
liegt, und projizieren die erste Konstruktion des vierten harmonischen 
Strahles von S aus und genau so die zweite Konstruktion von S’ aus. 
Die hierbei entstehenden Ebenen bezeichnen wir in derselben Weise 


A 


Abb. 95. 


1) Die harmonischen Elemente haben wir in §7 des ersten Kapitels ana- 
lytisch definiert; man kann aber leicht zeigen, daB die dort gegebene Definition 
die hier verwendeten Eigenschaften besitzt, so daB die beiden Definitionen iiber- 
einstimmen. 
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wie die zugehérigen Geraden mit «fy06 und a’ fy’ 0’, Infolge unserer 
Annahmen iiber die Lage von P, P’, S, S’ durchkreuzen sich die proji- 
zierenden Geraden und Ebenen innerhalb des-Raumes zwischen der 


Abb. 96. 


Geraden G und der Ebene A, B, C. Durch diesen Kunstgriff, der (in 
allerdings etwas anderer Form) von Reyes y Prosper+) angegeben ist, 
wird erreicht, daB alle folgenden Elemente unseres Beweises inner- 
halb des uns zur Verfiigung stehenden Raumes liegen. 

Die beiden Geraden SP und S’P’ haben einen im Innern unseres 
Zimmers liegenden Punkt 7, gemeinsam. Durch diesen Punkt gehen - 
die vier Ebenen «f«'f’. Infolgedessen miissen sich auch die beiden 
geraden Linien & &’ und f/f’ in T, schneiden. In entsprechender Weise 
erkennen wir, daB sich auch die folgenden vier Geradenpaare in je 
einem Punkte schneiden miissen: &&’ und yy’ in T,, ««' und 60’ 
in T;, 66’ und yy’ in T,, Pf’ und 60’ in T;. Ob sich auch yy’ und 
60’ in einem Punkte schneiden, wissen wir noch nicht. Die drei Punkte 
T,, T,, Ts liegen nun auf der Geraden « &’ und genau so die drei Punkte 
T,, Ty, T; auf der Geraden f/f’. Diese fiinf Punkte liegen also in einer 
Ebene, die durch den Punkt 7, hindurchgeht und somit erreichbar ist. 
In derselben Ebene verlaufen auch die vier Geraden ««’, Bf’, yy’, 
00’, die ein Vierseit bilden. Hieraus folgt, daB wir die erste Kon- 
struktion des vierten harmonischen Strahles als Projektion dieses 
Vierseites von S aus auffassen kénnen und genau so die zweite Kon- 
struktion als Projektion desselben Vierseites von S’ aus. Daraus er- 
gibt sich aber sofort, daB sich auch die Geraden y 6 und ‘0’ in einem 
Punkte schneiden miissen und daB somit, wie behauptet, die beiden 
Geraden D und D’ miteinander identisch sind. 

Unser Satz ist zundchst nur fiir den Fall bewiesen, daB die 
beiden Konstruktionen K und K’ in dem angegebenen Bereich nicht 


1) Math. Annalen, Bd. 29, S. 154: Sur la géométrie non-Euclidienne. 
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iibereinandergreifen. Wenn dies jedoch der Fall sein sollte, proji- 
zieren wir die eine Konstruktion K’ von einem nicht in der Ebene 
A, B, C liegenden Punkte S aus, schneiden das Projektionsbiindel 
durch eine weitere Ebene und projizieren schlieBlich die durch diesen 
Schnitt entstehende Figur von einem neuen Punkte S’ auf die Aus- 
gangsebene zuriick, wodurch wir die Konstruktion K” erhalten mégen. 
Durch geeignete Wahl von S und S’ kénnen wir stets erreichen, 
daB sich die beiden in der Ebene A, B, C liegenden Figuren K und K” 
nicht mehr tiberdecken. Dann gilt der obige Beweis fiir die beiden 
Konstruktionen K und K’’, woraus folgt, daB unsere Behauptung auch 
fir die Konstruktionen K und K’ erfillt sem mu8. Damit ist unser 
Satz allgemein bewiesen. 


In entsprechender Weise kénnen wir zeigen, daB sich zu drei 
Ebenen A, B, C eines Biischels eindeutig eine vierte harmonische Ebene 
konstruieren ]4Bt. Wir haben hierzu die auf S. 154 angegebene Kon- 
struktion von einem nicht in der Ausgangsebene liegenden Punkte 
Zu projizieren. Auch der Beweis debt sich unmittelbar auf diesem 
Wege ‘iibertragen. 

SchlieBlich ‘wollen wir noch einen entsprechenden Satz fiir die 
gerade Punktreihe formulieren. Es seien drei auf einer Geraden O 
oo Punkte A, B, C gegeben. Wir legen durch C eine beliebige 
gerade Linie (Abb. 97) und nehmen auf ihr 
zwei weitere Punkte « und f an. Diese Punkte 
bestimmen mit A und B vier gerade Linien 
&A, BA, «B und /B, von denen sich «A 
und 6B in dem Punkte y und genau so «B 
und fA in :dem Punkte 6 schneiden mégen. 
Die Verbindungsgerade yd bestimmt dann 
mit O einen Punkt D, den wir als vwierten 
harmonischen Punkt zu C in bezug auf A und B 
bezeichnen?). D ist unabhangig von der be- 
sonderen Durchfiihrung der Konstruktion, also 
allein von der Lage der drei Punkte A, B, C 
abhangig. Es ist hervorzuheben, daB der vierte 
harmonische Punkt eventuell aufSerhalb des 
von uns zugelassenen endlichen Bereiches liegen kann, ein Nachteil, der 
bei den entsprechenden Konstruktionen im Geraden- und Ebenenbiischel 
nicht vorhanden ist. 

Aus unseren Uberlegungen folgt weiter: Vier harmonische Punkte 
einer Geraden ergeben bei der Projektion von einem nicht auf der 
Geraden liegenden Punkt bzw. von einer die erste Gerade nicht tref- 
fenden Achse vier harmonische Elemente des zugehdrigen Geraden- 


Abb. 97. 


1) Vgl. die Anmerkung auf S. 154. 
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bzw. Ebenenbiischels. Denn die Abb. 95 (Konstruktion der vierten 
harmonischen Geraden) ist mit der Abb. 97 (Konstruktion des vierten 
harmonischen Punktes) identisch. 

Fiir unsere weiteren Uberlegungen ist noch die Tatsache wesent- 
lich, daB die beiden einander zugehérigen Elemente A und B durch die 
beiden anderen Elemente C und D getrennt werden. 

Zum Beweis unserer drei Satze haben wir in allen Fallen die 
raumlichen Verhaltnisse herangezogen. Es ist nicht méglich, den Satz 
iiber den vierten harmonischen Punkt oder die vierte harmonische 
Gerade allein mit Hilfe der ebenen projektiven Axiome zu beweisen; das 
Herausgehen in den Raum ist also kein Kunstgriff, sondern zur Fiih- 
rung des Beweises unbedingt erforderlich. Auf diese merkwirdige 
Tatsache hat zuerst Klein 1873 aufmerksam gemacht1); besonders 
hervorgehoben wurde sie 1899 von Hilbert?). 


§ 2. Die Koordinateneinfiihrung im eindimensionalen Gebiet. 


In der euklidischen Geometrie konstruiert man eine MaBskala, 
d. h. eine Folge aquidistanter Punkte auf einer Geraden, indem man 
eine feste Strecke in den Zirkel nimmt und die verlangte Skala durch 
immer wiederholtes Abtragen dieser Strecke herstellt. Dasselbe Ergeb- 
nis kénnen wir, wie die in Abb 98 
angedeutete Konstruktion zeigt, auch 
durch alleiniges Ziehen von Parallel- 
linien erhalten; metrische Vorstel- 
lungen sind also zu der Herstellung 
eines solchen MaBstabes nicht er- 
forderlich. Um weiter auch noch 
die Verwendung von Parallelen zu 
vermeiden, die Konstruktion also Abb. 98. 
' rein Peecda zu gestalten, bilden 
wir Fig. 98 projektiv ab. Hierzu greifen wir auf einer geraden 
Linie drei, etwa im Innern unseres Zimmers liegende Punkte heraus, 
denen wir die Werte 0, 1 und oo derartig zuteilen, daB der Punkt mit 
dem Wert 1 zwischen den beiden anderen Punkten liegt (Abb. 99). 
Durch den Punkt oo legen wir eine weitere Gerade, welche das Abbild 
der unendlich fernen Geraden von Fig. 98 sein soll; auf dieser Geraden 
miissen sich somit die A bbilder der in Fig. 98 dort parallelen Geraden schnei- 
den. Ferner legen wir durch den Punkt conoch eine dritte Gerade, die der 
oberen horizontalen Geraden in Abb. 98 entspricht. Die iibrige Kon- 
struktion der Abb. 99 ergibt sich, indem wir immer erst eine Gerade 


1) Klein: Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie. Math. Annalen 
Bd. 6, S. 136; wieder abgedruckt in Klein: Ges, Abh. Bd. 1, S. 334. 
2) Hilbert: Grundlagen der Geometrie. 5. Aufl., 1923, S. 88. 
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durch P und dann eine durch Q ziehen. Auf diesem Wege kénnen 
wir jeder ganzen positiven Zahl einen Punkt zwischen den bei- 
den Ausgangspunkten 0 und oo zuteilen; diese Punkte drangen 


sich um so mehr zusammen, je naher wir dem Punkte co kommen. 
Wenn wir die entsprechende Konstruktion auch nach der anderen Seite 
der Geraden hin fortsetzen, was in den Abb. 98 und 99 mit Hilfe der 
gestrichelten Linien durchgefiihrt ist, werden in derselben Weise auch 
den ganzen negativen Zahlen Punkte zugeordnet. Dieses Verfahren 
muB aber bei der Beschrankung auf ein gegebenes Raumstiick nach 
einiger Zeit abgebrochen werden, weil sich die zugehdrigen Geraden 
nicht mehr innerhalb des uns zur Verfiigung stehenden Raumes schnei- 
den; so ist z. B. in Abb. 99 bereits der Punkt —3 nicht mehr erreich- 
bar. Der Leser mége eine derartige Konstruktion selbst ausfihren, da- 
mit er das allmahliche Entstehen der projektiven Punktskala ver- 
folgen kann. 

Wir behaupten, dai die.angegebene Konstruktion der Skalen- 
punkte nur von der Lage der drei Ausgangspunkte 0, 4 und co abhangt, 
nicht aber von der besonderen Durchfiithrung der Nebenkonstruk- 

tionen. In der Tat ist der 

2 Skalenpunkt » + 2 der vierte 
harmonische Punkt zu m in 

bezug auf die beiden Punkte 

Pp n-+4 und oo, wie sich ohne 
weiteres durch einen Vergleich 

der drei Abb, 99, 100 und: 97 

ergibt. Wir kénnen infolge- 

dessen folgendermaBen schlie- 

Ben: 2 ist der vierte harmo- 

3 Ga \— nische Punkt zu 0 in bezug auf 
Ines. 4 und oo; also ist der Punkt 2 
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von der Art der Nebenkonstruktion unabhangig. 3 ist der vierte har- 
monische Punkt zu 1 in bezug auf 2 und oo und somit ebenfalls von 
der Art der Nebenkonstruktion unabhangig usw. Ein entsprechendes 
SchluBverfahren kénnen wir auch auf die Punkte anwenden, denen 
ganze negative Zahlen zugeordnet sind. Aus dieser Uberlegung kénnen 
wir weiter den SchluB ziehen, daB die Punkte 0, 1, 2... auf der betrach- 
teten Geraden nicht ungeordnet durcheinander liegen, sondern in genau 
der Reihenfolge, in welcher die zugehérigen Zahlen der GréBe nach 
aufeinander folgen (vgl.den Satz S. 157 iiber die Anordnung der har- 
monischen Elemente). 

In der Abb. 99 ist durch unsere Konstruktion ein Netz von Maschen 
entstanden. Die erste Reihe von Kreuzungspunkten liegt auf der 
Geraden Ry R, Ro, die durch den Punkt co hindurchgeht. Wir behaupten, 
daB die weiteren Kreuzungspunkte, wie etwa S,)S,S,..., ebenfalls 
auf derartigen Geraden liegent). Wenn wir namlich einen dieser Kreu- 
zungspunkte mit dem Punkt co durch eine Gerade verbinden, bestim- 
men die Schnittpunkte dieser geraden Linie mit den in Abb. 99 
eingezeichneten Geraden durch P in derselben Weise wie auf der 
urspriinglichen Skala eine Reihe aufeinanderfolgender harmonischer 
Punkte. Dieselbe Eigenschaft besitzen aber auch die Geraden der 
Abb. 99, die durch Q laufen. Daraus folgt, daB sich diese Ge- 
raden durch P und Q auf der betrachteten Linie schneiden miissen, 
was zu beweisen war. In unserer Abb. 99 liegen noch zahlreiche 
weitere Punkte auf geraden Linien; alle diese Inzidenzen kénnen auf 
entsprechendem Wege bewiesen werden. 

Die Zahlskala, die wir auf der geraden Linie konstruiert haben, 
besitzt den Nachteil, daB sie sich nicht beliebig weit fortsetzen laBt, 
weil nicht alle Punkte der Geraden fiir uns erreichbar sind. Diese 
Unannehmlichkeit k6nnen wir vermeiden, wenn wir zu einem Geraden- 
biischel tibergehen,: indem wir etwa unsere Punktskala von einem 
beliebigen Punkte des uns zur Verfiigung stehenden Raumes~ aus 
projizieren. Wir erhalten dadurch in diesem Geradenbiischel ebenfalls 
eine harmonische Skala, da die zugehdérigen Konstruktionen identisch 
sind. Im Geradenbiischel kénnen wir aber die Konstruktion der 
vierten harmonischen Geraden unter Benutzung der weiteren auf- 
tretenden Inzidenzen auch fiir die ganzen negativen Zahlen beliebig 
fortsetzen und damit jeder ganzen positiven oder negativen Zahl eine - 
Gerade des Biischel zuordnen (Abb. 101). Wir sehen, wie sich die ge- 
raden Linien beim Wachsen der zugehérigen Zahl immer mehr der Ge- 
raden co nahern, In Abb. 101 ist diese Konstruktion sodann auf die 
gerade Punktreihe zuriick iibertragen, wobei die Punkte mit groBen 
negativen Zahlen wieder in das uns erreichbare Gebiet fallen. Die 


1) Der Leser mége die entsprechenden Linien in Abb. 98 aufsuchen. 
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entsprechenden Uberlegungen lassen sich auch fiir das Ebenenbiischel 
anstellen. 


Es entsteht nun weiter die Aufgabe, nicht nur jeder ganzen, son- 
dern jeder beliebigen reellen Zahl umkehrbar eindeutig ein Element 
unserer Skalen zuzuordnen. Hierbei wollen wir uns zunachst auf die 
gerade Punktreihe beschranken. Wir beginnen damit, daB wir die 
Strecken zwischen den beiden Zahlen m und » + 4 durch dasin Abb. 102 
angegebenen Verfahren , ,halbieren‘‘. Der Punkt ” ++ $ist dabei der vierte 
harmonische Punkt zu 7 und » + 4 in bezug auf co, wobei m eine ganze 
Zahl ist+), Aus dem Satz S.157 folgt, daB der Punkt n+ $ zwi- 
schen den beiden Punk- 
ten » und n+ 1 liegt. 
In derselben Weise 
kénnen wir dann die 
Strecke zwischen ” und 
nm + 4 und genau so die 
Strecke zwischen 1 + 4 
und + 1 ,,halbieren‘‘ 
(Abb. 102) und dadurch 
die Punkte ~ + + und 
n + + gewinnen. Wenn 
wir dieses Verfahren 
immer weiter fortsetzen, kénnen wir schlieBlich innerhalb eines bestimmten 


Abb, 102. 


Intervalles jedem Bruch, in dessen Nenner eine Potenz von 2 steht: on 


wobei # und ” ganze Zahlen sind, einen bestimmten Punkt unserer 
Zahlgeraden zuordnen. Diese Briiche nennen wir Dualbriiche. 


1) Der Leser mége die entsprechende Konstruktion an Abb.98 vornehmen. 
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Nunmehr bereitet es keine Schwierigkeiten, unsere Zuordnung auch 
auf alle anderen reellen Zahlen auszudehnen. Es sei eine bestimmte 
reelle Zahl x gegeben, die weder eine ganze Zahl, noch ein Dualbruch 
ist. Wir gehen zunachst von den beiden ganzen Zahlen aus, zwischen 
denen x liegt; sodann halbieren wir dieses Intervall und bestimmen, 
welchem der beiden neuen dadurch entstandenen Intervalle + angehdrt. 
Wenn wir dieses Verfahren immer weiter fortsetzen, erhalten wir zwei 
unendliche Folgen von Dualbriichen, die sich der gegebenen Zahl x von 
oben bzw. von unten immer mehr annahern und ihr dabei beliebig 
nahe kommen. Nunmehr bestimmen wir auf unserer Zahlgeraden 
die beiden unendlichen Folgen von Punkten, welche den obigen Zahl- 
folgen entsprechen. Diese beiden Punktfolgen konvergieren beide 
gegen denselben Punkt), welchem wir naturgemaB die Koordinate x 
zuordnen. 


Durch unser Verfahren, das in drei aufeinanderfolgenden Schritten 
durchgefithrt wird (ganze Zahlen, Dualbriiche, beliebige reelle Zahlen), 
haben wir auf der geraden Linie ein Koordinatensystem eingefiihrt. 
Man erkennt, daB wir dasselbe Verfahren auch im Geraden- und 
Ebenenbiischel anwenden kénnen. Alle diese Koordinatenbestimmungen 
sind eindeutig festgelegt, sobald wir die drei Elemente kennen, denen 
die Zahlen 0, 1 und oo zugeteilt sind?). 


§ 3. Die Koordinateneinfihrung in der Ebene und im Raum. 


Die entsprechende Koordinatenbestimmung in der Ebene und im 
Raum 1a8t sich jetzt in bekannter Weise durchfithren. In der Ebene 
legen wir durch einen Punkt P (den Nullpunkt des Koordinaten- 
systems) zwei Gerade (die X- und die Y-Achse) und nehmen auf je- 
der dieser Geraden einen Punkt oo an (Abb. 103). SchlieBlich wahlen 
wir im Innern des hierdurch entstandenen Dreiecks einen Punkt E 
als Einheitspunkt aus, der durch seine Verbindungsgeraden mit 
den beiden Punkten oo die Einheitspunkte der Achsen bestimmt, und 
fiihren auf den beiden Achsen die im vorigén Paragraphen angegebene 
Konstruktion einer MaSskala durch. -Einen beliebigen Punkt, der 
im Innern des Dreiecks liegen mége, bestimmen wir dann durch die 
Koordinatenwerte ~ und y, welche auf den Achsen durch die beiden 
zugehorigen Verbindungsgeraden mit den Unendlichkeitspunkten fest- 


1) Die Identitat dieser beiden Grenzpunkte ist eine Folge der Stetigkeits- 
axiome der Geometrie; wir wollen hier auf die Méglichkeiten nicht eingehen, 
die sich aus einem Verzicht auf diese Axiome bzw. die eindeutige Bestimmtheit 
des Grenzpunktes ergeben. 

2) Die Konstruktionen, die wir in diesem Paragraphen durchgefiihrt haben, 
stehen in unmittelbarer Beziehung zu den sogenannten Moebiusschen Netzen. 
(Moebius, Dey baryzentrische Calcul, 1827.) 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. > 11 


J 4 it 
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Abb, 103. Abb. 104. 


gelegt werden. Wir wollen hervorheben, daB Abb. 103 die projektive 
Abbildung eines quadratischen Gitters, also etwa eines Schachbrettes, 
darstellt, wie besonders deutlich wird, wenn wir die einzelnen Felder 
schwarz und weiS ausfarben (Abb. 104). 

In der entsprechenden Weise gehen wir im Raume vor, indem 
wir uns auf ein Tetraeder mit einem in seinem Innern gelegenen Ein- 
heitspunkt beziehen und die ein- 
zelnen Punkte des Raumes durch 
die Koordinatenwerte festlegen, 
welche die durch diesen Punkt und 
je zwei Unendlichkeitspunkte gehen- 
den Ebenen auf den Achsen _ be- 
stimmen (Abb. 105). 

Die hiermit eingeftihrten Koor- 
dinaten besitzen die Eigenschaft, da’ 
die Koordinaten der Punkte, die auj 
einer geraden Linte der Ebene bzw. auf 
einer Ebene des Raumes liegen, eine li- 
neare Gleichung erfiillen. Dieser Nach- 
weis 148t sich ohne besondere Schwierigkeiten erbringen und soll daher 
hier iibergangen werden. Infolge dieser Eigenschaft sind die neuen 
Koordinaten mit den friher betrachteten projektiven Koordinaten identisch. 

Mit Hilfe dieser Untersuchungen kénnen wir jetzt unsere Geometrie 
iiber den vorgegebenen endlichen Bereich, etwa unser Zimmer, zu der 
allgemeinen projektiven Geometrie erweitern, wie wir fir den Fall der 
- Ebene naher ausfiihren wollen. Wir bezeichnen hierzu zwei Koordinaten- 
werte, denen kein Punkt im Innern unseres Zimmers entspricht, als 
,idealen Punkt‘‘. Ferner ordnen wir zwei geraden Linien, die sich nicht 
innerhalb unseres Bereiches schneiden, denjenigen idealen Punkt als 
Schnittpunkt zu, dessen Koordinaten sich durch Elimination aus den 
Gleichungen der beiden Geraden ergeben. Eine lineare Gleichung 


Abb. 105. 
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schlieBlich, die durch die Koordinaten keines Punktes innerhalb unseres 
Zimmers erfiillt wird, bezeichnen wir als ideale Gerade usw. Wenn wir homo- 
gene Koordinaten einfiihren, erhalten wir hierdurch die projektive Geo- 
metrie, die sich stetig an die geometrischen Verhaltnisse in unserm Zimmer 
anschlieBt. 

Zum Schlu8 wollen wir noch einmal als Hauptergebnis unserer 
Uberlegungen hervorheben, da wir unsere Koordinatenbestimmung ohne 
Benutzung von metrischen Vorstellungen und unabhdngig von dem Paral- 
lelenaxiom eingefiihyt haben. Dieser prinzipiell auBerst wichtige Schritt 
ist durch von Staudt in der Geometrie der Lage vorbereitet worden. 
Aber obwohl in diesem Werk alle Hilfsmittel zu der rein projektiven 
Einfiihrung der Koordinaten zusammengestellt sind, greift von Staudt 
dennoch bei der Definition der Koordinaten auf metrische Vorstellungen 
zurick. Die endgiiltige rein projektive Einfithrung geschieht erst durch 
Klein im Jahre 1871; allerdings war Klein damals der Meinung, nichts 
Neuartiges geleistet zu haben, da er alle Materialien bei von Staudt vor- 
fand und somit annahm, dieser hatte bereits den entscheidenden Schritt 
getan, was sich spiter als unrichtig herausstellte?). 


Kapitel VI. 


Die projektiven: Ma8bestimmungen’. 
§ 1. Die nichtausgearteten MaBbestimmungen. 


Der projektiven Geometrie, die wir uns nach dem Vorbild des 
vorigen Kapitels aufgebaut denken, kénnen wir eine euklidische Mab- 
bestimmung aufpragen, indem wir in der Ebene ein nullteiliges Punkte- 
paar: %; + x3 = 0, x; = 0 bzw. im Raum einen nullteiligen Kegelschnitt: 
x ++3+%3=0, x,=0 auszeichnen und die metrischen Begriffe 
nach Kapitel IV in bezug auf dieses Gebilde festlegen®). 


1) Vgl. Klein, Ges. Abh., Bd.I, S. 241; ferner S. 251, 303, 306, 330. 

2) Als Literatur zu diesem Kapitel nennen wir die Arbeit Kleins: Uber 
die sog. nichteuklidische Geometrie. Math. Ann. Bd. 4, 1871; wieder abgedruckt in 
Kleins Ges. Math. Abh. Bd. I, S. 254. Eine kurze Darstellung der geschichtlichen 
Entwicklung der projektiven Metrik findet sich S. 303f.; vgl. hieritiber auch Klein, 
Ges. Math. Abh. Bd.I, S. 50. 

3) Hierbei erhalten wir allerdings im allgemeinen nur ein projektives Abbild 
der uns gewohnten euklidischen Geometrie, d. h. derjenigen euklidischen Geometrie, 
die dem Verhalten der Gegenstande in der AuBenwelt entspricht. Da aber dieses 
projektive Bild die eigentliche euklidische Geometrie umkehrbar eindeutig wieder- 
gibt, bezeichnen wir die durch unser Verfahren festgelegte MaBbestimmung eben- 
falls als euklidisch. — Weiter wollen wir nochmals darauf hinweisen, daB bei 
dieser Begriindung der euklidischen MaSbestimmung die Benutzung des Imaginaren 
nur ein analytisches Hilfsmittel ist. Denn es wird etwa zwei reellen Punkten eine 
reelle Entfernung zugeordnet, die nur durch eine durch das Imaginare laufende 
Rechnung ermittelt wird (vgl. S. 46). 
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Es liegt nun nahe, in genau der gleichen Weise eine Metrik auf 
ein beliebiges Gebilde zweiten Grades aufzubauen, das im besonderen 
auch ausgeartet sein kann. Wir erhalten dadurch eine grofe Zahl 
neuartiger Mapbestimmungen, die je nach der Art des zugrunde ge- 
legten quadratischen Gebildes, des ,,fundamentalen Gebildes“, als aus- 
geartet oder nicht ausgeartet bezeichnet werden. Alle diese MaBbestim- 
mungen stellen sich vom logischen Standpunkte aus gleichberechtigt 
neben die euklidische Geometrie. Wir wollen sie aber zunachst aus- 
driicklich als Mafbestimmungen und nicht als Geometrien bezeichnen, 
da sie zum Teil nicht fiir Messungen in der AuBenwelt verwendbar 
sind. Spater werden wir dann diejenigen MaSbestimmungen als Geo- 
metrien aussondern, die praktisch verwendbar sind; wir folgen hierbei 
dem urspriinglichen Sprachgebrauch, nach dem Geometrie Erdmessung 
bedeutet. Der analytische Aufbau der Geometrie tritt jetzt deutlich 
hervor: Die vein projektiven Eigenschajten kommen auf das Studium 
linearer Beziehungen heraus, wihrend sich die darauf folgende Einfihrung 
wgendeiner Metrik als Auszeichnung einer quadratischen Form darstellt. 

A. Die Festlegung der Entfernungen und Winkel durch Doppel- 
verhdaltnisse, Auf der geraden Lime besteht ein nicht ausgeartetes quadra- 
tisches Gebilde nach S. 70 aus einem Punktepaar, das wir somit der Mab- 
bestimmung auf der geraden Linie als fundamentales Gebilde zugrunde 
legen. Zwei Punkte P, und P,, deren Entfernung festgelegt werden soll, 
bestimmen mit den beiden fundamentalen Punkten ein Doppelver- 
haltnis DV, Entsprechend den Feststellungen S. 138 und S. 154 werden wir 
die Entfernung E der beiden Punkte P, und P, als den Logarithmus dieses 
Doppelverhaltnisses, multipliziert mit einer Konstanten c, definieren: 

EBE=c-inDV. 
Die ,,Entfernungskonstante“ c ist bei ein und derselben MaBbestimmung 
fiir alle Punktepaare die gleiche. 

Wir iiberzeugen uns davon, daB aus dieser Definition die uns 
bekannten Eigenschaften der Entfernung folgen. Zunachst ist das 
Vorzeichen der Entfernung durch die angegebene Definition nicht fest- 
gelegt. Denn das Doppelverhialtnis von zwei Punktepaaren kann nach 
S.44 auBer dem Werte es noch den reziproken Wert ue annehmen ; 


lu 
ist aber gleich —In we, Da ferner der Logarithmus einer Zahl 


nf 


nur bis auf ganze Vielfache von 27 bestimmt ist, besitzt unsere Ent- 
fernung die Periode 2c77, eine 


4. #44 4. ~~ 8  Vieldeutigkeit, die uns bereits 
Abb. 106. von dem euklidischen Winkel 


her vertraut ist. Weiter ergibt 
sich, dali die Lange der Strecke 12 vermehrt um die Lange der Strecke 23 
gleich der Lange 13 ist: 12 + 23 = 13; denn es ist, wie man leicht be- 
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statigen kann: DV{P,P,AB} - DV{P,P,AB} = DV{P,P,; AB}, wobei 
wir die beiden fundamentalen Punkte mit A und B bezeichnet haben (vgl. 
Abb.106). Sodann ist die Entfernung eines Punktes von sich selbst (im all- 
gemeinen) gleich Null: 14 = 0, da DV(P,P,AB) =1 wird, wenn P, 
weder mit A noch B zusammenfallt. SchlieBlich bestatigen wir noch, 
daB 12 = —21 ist, weil die Beziehung DV{P,P,4B} = 1: DV{P,P,AB\ 
gilt. In diesen Saétzen ist das Vorzeichen der Entfernung durch die an- 
gegebene Reihenfolge der Punkte festgelegt; die Periode geht in der- 
selben Weise wie beim euklidischen Winkel ein. 

Das betrachtete Doppelverhaltnis der vier Punkte besitzt die 
Eigenschaft, beliebigen projektiven Transformationen. gegeniiber in- 
variant zu bleiben. Im besonderen bleibt es also ungedndert, wenn 
wir uns auf diejenigen Kollineationen beschranken, die das funda- 
mentale Gebilde in sich tberfiihren. Diese Kollineationen werden 
als die ,,starren“ Transformationen der betrachteten Mafibestimmung 
bezeichnet, da beiihnen alle Langen ungedndert bleiben und die Funda- 
mentalpunkte in sich selbst ttbergefiihrt werden. In der Existenz dieser 
co! starren Transformationen ist im wesentlichen der Grund zu er- 
blicken, da unsere neue MaBbestimmung in gewissem Sinne gleich- 
berechtigt neben der euklidischen Geometrie steht. 

DieselbenUberlegungen kénnen wir fiir das Geraden- und Ebenenbiischel 
anstellen. Auch hier zeichnen wir zwei Elemente des Biischels als funda- 
mental aus. Zwei andere Elemente, deren Winkel bestimmt werden soll, 
legen mit diesen beiden fundamentalen Elementen ein Doppelverhalt- 
nis DV fest. Als den Winkel Wder beiden betrachteten Elemente bezeichnen 
wir dann den Logarithmus dieses Doppelverhaltnisses, multipliziert mit 
einer Konstanten c’: We cop's la DV. 


Die ,,Winkelkonstante c’ ist wieder fiir ein und dieselbe MaBbestim- 
mung unveranderlich. 

In dey Ebene haben wir als fundamentales Gebilde einen Kegelschnitt 
zu benutzen, den wir zunichst als nichtausgeartet annehmen. Die Ent- 


Abb. 107. Abb. 108. 


\ 
| 


fernung zweier Punkte x, y bestimmen wir, indem wir die beiden Schnitt- 
punkte der Verbindungsgeraden mit dem fundamentalen Gebilde auf- 
suchen (Abb. 107). Den Fall, daB dieVerbindungsgerade den Kegelschnitt 
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beriihrt — diese wird dann als ,,isotrop“ bezeichnet —, schlieBen wir zu- 
nachst aus. Wir betrachten nun die beiden Schnittpunkte als fundamental 
und legen die Entfernung der Ausgangspunkte ebenso wie vorhin durch den 
Logarithmus des hierdurch bestimmten Doppelverhialtnisses fest. Die 
Entfernungskonstante c, die vor dem Logarithmus auftritt, soll dabei fiir 
ein und dieselbe MaBbestimmung auf allen geraden Linien iibereinstimmen 

Dual bestimmen wir den Winkel zwischen zwei Geraden u, v, indem 
wir von dem zugehérigen Schnittpunkt die beiden Tangenten an den 
Kegelschnitt legen (Abb. 108). Den Fall, da der Schnittpunkt auf dem 
Kegelschnitt selbst liegt — er wird dann als isotrop bezeichnet —, 
schlieBen wir wieder zunachst aus. Indem wir die beiden Tangenten als 
fundamental auszeichnen, kénnen wir den Winkel der beiden Ausgangs- 
geraden ebenso wie oben durch den Logarithmus eines Doppelverhalt- 
nisses festlegen. Die Winkelkonstante c’, die vor dem Logarithmus auf- 
tritt, soll bei ein und derselben MaBbestimmung in allen Geraden- 
bischeln gleich groB sein; von der Konstanten c, die in der Formel fiir 
die Entfernung auftritt, ist sie vollkommen unabhiangig. 

Diese Definitionen stehen mit den auf S. 151 abgeleiteten Satzen 
iiber die elliptische Geometrie der Ebene im Einklang. 

Im Raum haben wir als fundamentales Gebilde eine nichtaus- 
geartete Flache zweiten Grades zugrunde zu legen. Den Abstand 
zweier Punkte bestimmen wir, indem wir die Verbindungsgerade mit 
der fundamentalen Flache zum Schnitt bringen und die Entfernung 
nach der hierdurch auf der Verbindungsgeraden festgelegten Mab- 
bestimmung definieren. Entsprechend bestimmen wir den Winkel zwischen 
zwei Ebenen, indem wir durch die zugehorige Schnittgerade die beiden 
Tangentialebenen an die fundamentale Flache legen und den Winkel 
nach der hierdurch in dem Ebenenbiischel festgelegten MaBbestimmung 
definieren. Den Fall, daB die Verbindungsgerade der beiden Punkte, 
bzw. die Schnittgerade der beiden Ebenen die fundamentale Flache 
beriihrt, schlieBen wir zundchst aus. 

Nach demselben Verfahren ergeben sich die nicht ausgearteten 
projektiven MaBbestimmungen in den Mannigfaltigkeiten von beliebiger 
Dimensionenzahl. 

Unter diesen Mafbestimmungen befindet sich die euklidische 
Geometrie nicht. In der Tat haben wir S.135f. gesehen, daB ihr funda- 
mentales Gebilde einmal ausgeartet ist; wir werden daher erst im 
nachsten Paragraphen auf sie eingehen. Von Interesse ist aber schon 
hier der folgende Gesichtspunkt: Das fundamentale Gebilde der ebenen 
euklidischen Geometrie besteht als Gebilde zweiter Ordnung aus emer 
doppelt zahlenden Geraden, als Gebilde zweiter Klasse dagegen aus einem 
Punktepaar. Infolgedessen ist der euklidische Winkel in derselben Weise 
wie bei den nichtausgearteten MafSbestimmungen definiert, da von 
jedem (eigentlichen) Punkt zwez fundamentale Gerade ausgehen, wahrend 
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der Ausdruck fiir die Entfernung eine vdollig andersartige Gestalt ge- 
wonnen hat, entsprechend dem Umstand, daB auf jeder (eigentlichen) 
geraden Linie nur eim einziger fundamentaler Punkt liegt. Analoge 
Ausartungen treten bei der raumlichen euklidischen Geometrie und, 
wie man aus den Tabellen S. 85 und 92 erkennt, auch bei allen anderen 
ausgearteten Mafibestimmungen auf. 

B, Die analytischen Ausdriicke fiir die Entfernungen und 
Winkel. Es handelt sich jetzt darum, die angegebene Definition 
der Entfernungen und Winkel durch die Koordinaten der zugehdérigen 
Punkte bzw. Geraden und Ebenen auszudriicken. Wir beginnen mit 
der gevaden Linie, auf der wir nach Kapitel V projektive Koordinaten 
%, :%, einfiihren und ein nichtausgeartetes Gebilde zweiten Grades: 

yn =D Gane Oh = Gay 2 yh, Bg 1 Sag = 0, (D = 4,4| + 0) 
als Fundamentalgebilde festlegen, wobei a,,, = @,,, ist. Diese Gleichung 
bestimmt ein Punktepaar, das die folgenden Koordinaten x : «, und 
oerioe DESttate 

te — S84 = Vie Seay: iy, Sa pel aye 


tt 


x5 ay X9 Une eat 
Die beiden Bee deren Entfernung berechnet werden soll, mégen 
die Koordinaten y, : y, und z,: 2, haben. Ihre Entfernung in bezug 
auf das angegebene fundamentale Gebilde betragt dann nach S. 164: 
E(y,z)=cln DV{y, z, x, x} =cln DV{x’, x’, y, z}. 

Um den Wert des angegebenen Stic Oy ae za bestimmen, 
gehen wir dabei vorteilhafterweise von dem zuletzt angegebenen Doppel- 
verhaltnis aus, das nach S. 41 denselben Wert wie das erste besitzt. 
Wir legen nun die Punkte der geraden Linie durch die Koordinaten 
ox; = y; + 2; fest. Die beiden Werte w’ und mw”, die zu den funda- 
mentalen Punkten x und x” gehéren, ergeben sich dann durch Ein- 
setzen in die fundamentale Gleichung: 


Dana Vu + we) (V2 + 24) 
= yy (Vy + 24)? + 2 Gy9 (Vy A £24) (Yo + 29) + Mag (Vo + MZ)? = 0. 


Wenn wir nach Potenzen von /« ordnen, erhalten wir wie auf S. 53: 


D> Fa Vn Va + 2u> a, 71 Vz bie aie DD Gh hea = 0. 

Diese Gleichung kénnen wir auch in der Gestalt: 

Qyy + 2p Qy, + 1? Q,,=0 
schreiben; die GréBen Q sind konstant, da die a,,, und die y; und 2; fest 
gegeben sind. Wenn wir die beiden Wurzeln “’ und m’” der obigen 
Gleichung berechnen und ihren Quotienten mw’: ” bilden, der nach 
S. 42 gleich dem gesuchten Doppelverhaltnis ist, erhalten wir: 
Qyet Pe 7 


_ lO’ 
Qy: 72 oe — 2 yy Cone 


Bi, 2) =e-IDV =c-In4, =c-In 


168 Die projektiven Maf8bestimmungen. 


Wenn wir “’ und wv” den beiden Wurzeln in der umgekehrten Reihen- 
folge zugeordnet hatten, wiirde das Doppelverhaltnis den reziproken 
Wert und somit die Entfernung den negativen Wert angenommen 
haben. Die in dem Doppelverhaltnis auftretende Wurzel kénnen wir 
fiir den Fall der geraden Linie auf die einfache Gestalt: 


Qe — Quy Quz = (1% — 21 V2)” (Ain — 3 App) 
bringen, von der wir auf S.179 Gebrauch machen werden. 
Dieselben Uberlegungen wie fiir die gerade Linie kénnen wir auch 


fiir das Geraden- und Ebenenbiischel anstellen. Wenn die Gleichung der 
beiden fundamentalen Geraden oder Ebenen die Gestalt: 


Diy, a Ona U,,Uj, = O44 uy a 2X19 Uy Us se Xo9 ue =0 (A ad | Ona = (0) 


besitzt, wird der Winkel zwischen den beiden Elementen v und w 
durch die Beziehung bestimmt: 


Pi in Ve; w 15% P,P 
oe a /e, ad Dy Pry 


Im Fall dey Ebene erhalten wir dieselben Formeln wie fiir die ge- 
rade Linie bzw. wie fiir das Geradenbiischel. Wir fithren auch hier 
projektive Koordinaten x, : *,:x3; ein und legen einen bestimmten 
nichtausgearteten Kegelschnitt: 


Qe => tx 1% = 0 (D=|a.4)+0) 
als fundamentales Gebilde fest. Die Punkte, deren Entfernung be- 
stimmt werden soll, mégen die Koordinaten y, und z; besitzen. Die 
Punkte der Verbindungsgeraden haben dann die Koordinaten y,; + 42;. 


Die entsprechenden Uberlegungen wie vorhin ergeben fiir die Entfer- 
nung der beiden Punkte y und z wieder den Ausdruck: 


OF ali V @,- ea Omen 


Qye— VQhe— Qyy Qe2 


W(v, w)=c'-In 


E(y, 2) =e¢-ln= 


Wenn die Verbindungsgerade der beiden Punkte isotropist, d. h., wenn 
sie den fundamentalen Kegelschnitt berithrt, wird: 27,— 2 y2a=0 


Qe 
(da in diesem Fall wu’ = wu” ist), so daB sich E(y, z) =c-In Q,, 


Die Entfernung zweier Punkte, die auf einer isotropen Cetaden liegen, 
ist also gleich c-In1 = 0, wenn keiner der beiden Punkte y oder z 
mit dem Berithrungspunkt zusammenfallt; wenn dies dagegen der Fall 
ist, also 2,, verschwindet, wird die Entfernung unbestimmt. 

Die Formeln fiir den Winkel zweier Geraden ergeben sich auf dem 
dualen Wege. Die Gleichung des fundamentalen Kegelschnittes in 
Geradenkoordinaten sei: 


Diiu= > ns Mes = 0. 
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Dann erhalten wir fiir den Winkel zwischen den beiden Geraden v und 
w die folgende Formel: 


Gy) DO), ©, 
Dy — —j&,— D,, De 


Wenn sich die beiden Geraden auf dem fundamentalen Kegelschnitt 
selbst schneiden, verschwindet der Winkel zwischen ihnen, voraus- 
gesetzt, da keine der beiden Geraden selbst isotrop ist. 

Auch im Raum ergeben sich fiir die Entfernung zweier Punkte 
bzw. fiir den Winkel. zwischen zwei Ebenen genau dieselben Formeln, 
nur laufen jetzt alle Indizes von 1 bis 4. 

Die abgeleiteten Formeln kénnen wir auch noch in anderer Form 
schreiben. Bekanntlich besteht die Beziehung: 


MAGS eee: nl 


eo ere cos =e 
2ya 
Aus ihr folgt: oO 
E(y, 2) = 27¢-arccos —“—., 
yO, 2) 


wie man leicht verifizieren kann. SchlieBlich kénnen wir die Entfer- 
nung auch noch in Form eines arc sin schreiben: 


Wag pes iy 2.2 


Sie. Q., 


E(y, 2) =2tc-arcsin 


Dieselben Umformungen kénnen wir auch bei den Winkelformeln 
vornehmen?). 

In zahlreichen Fallen werden wir weiter die Gleichungen der 
fundamentalen Gebilde nicht in der allgemeinen Gestalt: >& Ron, = 0, 
sondern als Summen von reinen Quadraten ansetzen (S. 66—70). 
Dann vereinfachen sich die abgeleiteten Formeln auf erordentlich. Im 

‘Fall der geraden Linie lautet diese Gleichungsform des konjugiert 
imaginaéren bzw. des reellen Punktepaares: 
+ ext =0. (e = +1) 
Dann wird: 
Qyy=Vi + ev, Qyz = V1 21 + EV 92s, Q,,= +e, 
so da8 wir fiir die Entfernung zweier Punkte die folgenden Formeln 
erhalten: Yrtv-+ eVeze 
) (oi +e) G+ Sia 
(0122 — 21 V2) 
= 2icarcsin— —— aS Ds : 
second ie V(vi + € 92) (21 +P € 23) 
1) Der Leser mége sich davon iiberzeugen, daB diese Formeln die Ent- 


fernung bzw. den Winkel ebenfalls nur bis auf das Vorzeichen und Vielfache 
von 2¢7 festlegen (vgl. S. 164). 


E(y, 2) = 21¢c arccos ————— 
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Entsprechend besitzt im Fall der Ebene die nullteilige bzw. ovale 

Kurve die Gleichungsform: 
i + x3 + 643 = 0. (ese) 

Dann nimmt beispielsweise die arc-cos-Gleichung die Form an: 

M12 + V2%0 + EVgeq 
Vi + v2 + 898) (21 +. + £23) 
Wir heben hervor, daB diese Formeln dieselbe Struktur besitzen wie 
die in Kapitel IV betrachteten Ausdriicke fiir den euklidischen Winkel 
zwischen zwei Geraden bzw. Ebenen. Ferner machen wir auf die Uber- 
einstimmung mit der Formel fiir den Abstand zweier Punkte x, x’ 


in der ebenen elliptischen Geometrie (S. 149) aufmerksam, wenn wir 
Bue =A isetzens 


E(y, 2) = 21¢c-arc cos 


C, Die elliptische und hyperbolische MaBbestimmung auf der Ge- 
raden. Wir wenden uns jetzt der anschaulichen Betrachtung der fest- 
gelegten MaBbestimmungen zu. Dabei haben wir von vornherein die 
Realitatsverhaltnisse der fundamentalen Gebilde zu beriicksichtigen. Die 
MaBbestimmung auf der geraden Linie bezeichnet man, je nachdem 
ihr ein konjugiert imaginadres oder ein reelles Punktepaar zugrunde 
liegt, als elliptisch oder hyperbolisch!). Der Ubergang zwischen diesen 
beiden MaSbestimmungen, bei dem ein doppelt zahlender Punkt als 
fundamentales Gebilde auftritt, wird entsprechend als parabolisch be- 
zeichnet; diese ausgeartete MaSbestimmung werden wir erst auf S. 179 
betrachten. 

Wir beginnen mit der naheren Betrachtung der elliptischen Maf- 
bestimmung, deren Fundamentalpunkte konjugiert imaginar sind. Das 
Doppelverhaltnis von zwei reellen Punkten zu den beiden konjugiert 
imaginaren Fundamentalpunkten besitzt, wie man leicht nachrechnet, 
den absoluten Betrag 1, so daB der zugehérige Logarithmus rein imaginar 
ist?). Wenn wir daher erreichen wollen, da8 reelle Punkte eine reelle 
Entfernung besitzen, miissen wir der Konstanten c einen rein tmagindren 
Wert ic, zuteilen, wobei c, eine reelle, nicht verschwindende Zahl be- 
deutet. Dann besitzen alle reellen Punkte der projektiven Geraden 
eine reelle endliche Entfernung voneinander. Der Abstand zweier 


1) Diese von Klein eingefiihrte Bezeichnungsweise schlieSt sich dem in der 
Geometrie iiblichen Sprachgebrauch an. So bezeichnet man z. B. die Punkte 
einer Flache als hyperbolisch oder elliptisch oder parabolisch, je nachdem die 
zugehorigen Haupttangenten reell oder imaginar sind oder zusammenfallen. 
In derselben Weise klassifiziert Steiner die Involutionen nach den Realitats- 
verhaltnissen der Doppelpunkte usw. Klein, Ges. Math. Abh. Bd. I, S. 258. 

2) Denn der Logarithmus ist fiir komplexe Werte durch die Formel: 
log (vi) =log |v |+ i¢ definiert, wobei der absolute Betrag |v+iy | =x? +yor 


und das Argument arg (¥ -+7y) = arctg = gesetzt ist. 
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Punkte ist dabei nur bis auf das Vorzeichen und ganze Vielfache von 
2iac = —2ac, bestimmt; diese Periode gibt gerade die Gesamtlange 
der geraden Linie bei einmaligem Durchlaufen, womit die Vieldeutig- 
keit der Entfernung in der elliptischen Geometrie erklart ist. 

Die entsprechenden zweidimensionalen Verhdltnisse haben wir 
bereits in Kapitel IV betrachtet, in welchem wir die elliptische Geo- 
metrie der Ebene durch Projektion aus der euklidischen Geometrie 
des Biindels oder der spharischen Geometrie auf der Kugel ableiteten. 
Genau so kénnen wir die ellip- 
tische Geometrie auf der Ge- 
raden gewinnen, indem wir 
einen Kreis vom Radius 7 = 2c, j 3 } 
von seinem Mittelpunkt aus auf <I RY 
die Gerade projizieren und als C ZINN 
Lange irgend zweier Punkte auf WOE j Sa 
der Geraden die euklidische Abb. 109. 

Lange des zugehérigen Kreis- 

bogenstiickes ansehen. In Abb. 109 haben wir nach diesem einfachen 
Verfahren eine Skala von dquidistanten Punkten auf der elliptisch aus- 
gernessenen Geraden konstruiert. Man sieht deutlich, da die Lange der ge- 
schlossenen Geraden bei einmaligem Umlauf gerade 7 = 2c, betragt. 


Bei der hyperbolischen Mafbestimmung sind die beiden Funda- 
mentalpunkte, die wir mit A und B bezeichnen wollen, reell. Zwei reelle 
Punkte Y und Z haben dann in bezug auf diese beiden Punkte stets 
ein reelles Doppelverhaltnis, und zwar ist das Doppelverhiltnis positiv 
oder negativ, je nachdem das Punktepaar YZ durch das Punktepaar AB 


nicht getrennt wird (Abb. 110) A yo P 


oder getrennt wird (Abb. 111)..§ —“e—————» —s ——___+_______ 
Im ersten Fall ist der Loga- Abb. 110. 

rithmus des Doppelverhalt- _ 

nisses bis auf imaginare Peri- A y & Zz 
oden reell, im zweiten Fall da- HERS Ee 


gegen komplex. Wenn also die 
Entfernung zweier Punkte der Geraden, die in derselben StreckeA B liegen 
(Abb. 110), reell sein soll, miissen wir die vor dem Logarithmus stehende 
Konstante c ebenfalls veell wahlen: c = c,, wobei c;,, eine reelle nicht 
verschwindende Zahl ist. Zwei verschiedene reelle Punkte Y und Z, die 
mit keinem der beiden Fundamentalpunkte zusammenfallen, besitzen 
dann eine reelle oder eine komplexe Entfernung, je nachdem sie in 
derselben Strecke AB (Abb. 110) oder in verschiedenen Strecken 
(Abb. 144) liegen. 

Wenn wir von einem beliebigen reellen Punkt P der geraden Linie, 
der mit keinem der beiden Fundamentalpunkte zusammenfallt, nach 
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beiden Seiten hin im Sinne der hyperbolischen Mafbestimmung immer 
wieder dieselbe Strecke antragen, erhalten wir die untere Skala der 
Abb, 112. Da derartige im Sinn der hyperbolischen Geometrie aqui- 
distante Punktreihen haufiger auftreten, ist in Abb. 112 die zugehdrige 


elementare Konstruktion angegeben. A und B sind die beiden Funda- 
mentalpunkte der MaBbestimmung; P, und P, sind die Endpunkte 
der gegebenen Strecke. Wir legen durch einen der Fundamentalpunkte, 
etwa B, eine gerade Linie (in der Abbildung mit A’B bezeichnet) und 
projizieren die vier gegebenen Punkte von einem beliebigen Punkte S 
auf diese Gerade; dann ist: DV{P,P,AB}= DV{P) P3A'B} (vel. 
Abb. 142). Die Verbindungsgerade P,P; mége die Gerade AS im 
Punkte M schneiden. Wir projizieren nunmehr die erhaltenen vier 
Punkte von M aus auf die Ausgangsgerade zuriick. Dann ergibt sich: 


DV{P,P;A'B} = DV{P, P, AB} 
und somit: 


DV{P, P, AB} = DV{P,P,AB}, 


woraus unmittelbar folgt, daB die Strecken P,P, und P,P; im Sinne 
der betrachteten hyperbolischen MaBbestimmung kongruent sind. Die 
weiteren Punkte sind auf dieselbe Weise in gestrichelten Linien kon- 
struiert. 

Aus diesem Verfahren ergibt sich, daB die einzelnen (hyperbolisch 
kongruenten) Strecken im Sinne der euklidischen Geometrie nach den 
beiden Fundamentalpunkten A und B hin unbeschrankt kleiner werden 
und diese Punkte nie erreichen. Die Fundamentalpunkte haben daher von 
dem Ausgangspunkt P im Sinne der hyperbolischen MafSbestimmung 
eine unendlich groBe Entfernung. Alle Punkte, die auBerhalb der be- 
trachteten Strecke AB liegen, besitzen eine komplexe Entfernung 
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von P. Wenn wir auf der Geraden in der Zeiteinheit immer die gleiche 
Weglange im Sinne der hyperbolischen MaBbestimmung zuriicklegen, 
konnen wir nie tiber die berden Fundamentalpunkte herauskommen. Alle 
Punkte auBerhalb der betrachteten Strecke sind daher als unerreichbare 
oder umeigentliche Punkte anzusehen. Wir heben hierbei nochmals 
hervor, daB zwei uneigentliche Punkte, wenn keiner von ihnen mit 
einem der Fundamentalpunkte zusammenfiallt, einen reellen end- 
lichen Abstand besitzen. Weiter ist in der hyperbolischen MaB- 
bestimmung der veelle Abstand zweier eigentlicher Punkte (im Gegen- 
satz zu der elliptischen Geometrie) bis auf das Vorzeichen eindeutig 
bestimmt. Denn die Periode der Entfernung betragt jetzt ganzzahlige 
Vielfache von 217c, , so daB wir nur einen einzigen reellen Wert erhalten. 
Die hyperbolische MafSbestimmung auf einer Geraden kénnen wir 
uns ahnlich wie die elliptische (Abb. 109) auf folgende Weise ver- 
anschaulichen, deren Richtigkeit man analytisch leicht bestatigt. Wir 
projizieren eine Hyperbel von ihrem Mittelpunkt M aus auf die Ge- 
rade G (Abb. 113) und sehen als hyperbolisch gemessene Lange der 
Strecke PQ auf G den euklidisch gemessenen Inhalt des Dreieckes 
MP’Q’ an (in der Abb. 113 schraffiert). Die beiden fundamentalen 
Punkte der hyperbolischen MaBbestimmung werden hierbei durch die 
Asymptoten der Hyperbel bestimmt. In der elliptischen Geometrie konn- 
ten wir bei der entsprechenden Veran- 
schaulichung auch von der Bogenlinge 
eines Kreises ausgehen, die bis auf einen 
Faktor mit dem zugehérigen Inhalt 
iibereinstimmt; die Veranschaulichung 
durch die BogenlangelaBt sich aber nicht 
in der angegebenenWeise auf die hyper- 
bolische MafSbestimmung iibertragen. 
Zam SchluB8 wollen wir nochmals 
darauf hinweisen, daf die elliptische 
und hyperbolische Mafbestimmung 
trotz der im Reellen zwischen ihnen 
bestehenden Unterschiede vom alge- 
braischen Standpunkt aus identisch Abb. 113. 
sind. Wir haben in der elliptischen 
MaBbestimmung c =7c, und in der hyperbolischen MafSbestimmung 
¢ =c, mit reellen c, und c, gesetzt; die beiden Konstanten sind also 
durch die Beziehung: 


Cp = —1Cp, 
miteinander verbunden. 
D: Die elliptische und hyperbolische MaSbestimmung im Ge- 
raden- und Ebenenbiischel. Auch hier werden die MaBbestimmungen als 
elliptisch oder hyperbolisch bezeichnet, je nachdem die beiden fun- 
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damentalen Elemente konjugiert imaginar oder reell sind. Diese Maf- 
bestimmungen sind dabei eine unmittelbare Projektion der ent- 
sprechenden MaSbestimmungen auf der geraden Linie (Abb. 109, ellip- 
tische MaBbestimmung; Abb. 114, hyperbolische MaBbestimmung). Im 
Fall der elliptischen Ma8bestimmung kénnen wir dabei, indem wir immer 
wieder Winkel dersel- 
ben Gr6Be aneinander 
antragen, den Mittel- 
punkt des Biischels (im 
reellen Gebiet) beliebig 
oft umkreisen, wahrend 
wir uns bei der hyper- 
bolischen Ma8bestim- 
Pe ree mung immer mehr zwei 

bestimmten Geraden, 

namlich den fundamentalen Geraden, nahern. Wenn wir von einem recht- 
winkligen Koordinatensystem ausgehen und die Gleichung der fundamen- 


talen Elemente in der Form w; + u;= 0 ansetzen, erhalten wir fiir c’ = = 
gerade die euklidische Messung der Winkel. = 

E. Die elliptische und hyperbolische MaBbestimmung in der 
Ebene. Eine nichtausgeartete MaSibestimmung in der Ebene wird, je 
nachdem der zugehérige fundamentale Kegelschnitt nullteilig oder oval 
ist, als elliptisch oder hyperbolisch bezeichnet. Die euklidische Mab- 
bestimmung werden wir erst spater betrachten, da sie ein ausgeartetes 
fundamentales Gebilde besitzt. 

Wir beginnen mit der ebenen elliptischen Mafbestimmung, bei 
welcher der fundamentale Kegelschnitt nullteilig ist. In diesem Fall 
werden wir ¢ und c’ rein imaginare Werte erteilen, damit reelle Punkte 
und reelle Gerade eine reelle Entfernung bzw. einen reellen Winkel 
bestimmen (vgl.S.170). Im besondern setzen wir die Entfernungs- 
konstante c =ic,; die Winkelkonstante werden wir dagegen bei den 


spateren Betrachtungen stets gleich = wahlen, da dann die Winkel- 


messung mit der euklidischen iibereinstimmt. Samtliche Entfernungen 
zwischen reellen Punkten der projektiven Ebene sind dann reell und 
endlich, so daB im reellen Gebiet keine unendlich fernen Elemente auf- 
treten. Alle diese Verhaltnisse haben wir bereits in § 5 des IV. Ka~- 
pitels kennengelernt. 


Wenn dagegen der fundamentale Kegelschnitt oval ist, erhalten 
wir die ebene hyperbolische Mafbestimmung, mit der wir uns bis jetzt 
noch nicht beschaftigt haben, Die ovale Kurve teilt die reelle projektive 
Ebene in zwei verschiedene Gebiete, die wir als AuBeres und Inneres zu 
unterscheiden pflegen; dabei definiert man das AuBere als dasjenige Ge- 
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biet, von dessen samtlichen Punkten zwei reelle Tangenten an den Kegel- 
schnitt gehen, wahrend die Tangenten von den Punkten des inneren Ge- 
bietes konjugiert imaginar sind. Auf den geraden Linien der Ebene ergibt 
sich nun eine elliptische, eine ausgeartete oder schlieBlich eine hyper- 
bolische MafSbestimmung, je nachdem die betreffende gerade Punkt- 
reihe keinen, einen oder zwei reelle Punkte mit dem fundamentalen 
Kegelschnitt gemeinsam hat. Die Konstante c wahlen wir genau wie 
in der hyperbolischen MafSbestimmung auf der geraden Linie reell: 
c¢ =c,. Wenn wir uns im Innern des Kegelschnittes befinden, konnen 
wir auf einer geraden Linie im Sinne unserer MaBbestimmung noch so 
viele unter sich gleiche Strecken aneinander abtragen, ohne iiber das Innere 
des Kegelschnittes hinaus zu gelangen. Die Punkte des fundamentalen 
Kegelschnittes sind also bei endlicher Geschwindigkeit unerreichbar 
(vgl.S.173) und wbernehmen somit die Rolle, welche die unendlich 
fernen Punkte in der ebenen euklidischen Geometrie spielen. Die 
Punkte im AuBern des fundamentalen Kegelschnittes besitzen von den 
Punkten im Innern einen komplexen Abstand und sind somit eben- 
falls als ideale Punkte anzusehen. Wir wollen hervorheben, daB zwei 
ideale Punkte im AuBern einen reellen Abstand besitzen kénnen. Wenn 
wir uns in diesem Gebiet befinden, miissen wir umgekehrt die Punkte 
im Innern und auf dem Rand des Kegelschnitts als ideal ansehen; im 
folgenden werden wir uns aber 1m allgemeinen auf den Fall beschranken, 
daB wir uns in dem innern Gebiet befinden, da dieser, wie sich zeigen 
wird, fiir die Anwendungen allein wesentlich ist. 

Es seien nun zwei gerade Linien ~ und v gegeben, die durch das 
Innere des ovalen Kegelschnittes hindurchgehen, Die Winkelmessung in 
dem hierdurch bestimmten Biischel ist dann elliptisch, ausgeartet oder 
hyperbolisch, je nachdem der zugehérige Mittelpunkt M im Innern 


Abb, 115. Abb. 116. 


oder auf dem Kegelschnitt selbst oder schlieBlich im AuBern liegt. Im 
ersten Fall kénnen wir, wenn wir geniigend oft gleich groBe Winkel anein- 
ander antragen, den Mittelpunkt des Biischels umkreisen (Abb. 115, in 
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welcher der Winkel zwischen den beiden Geraden wu und v gleich 7/8 
angenommen ist, so da wir nach achtmaligem Antragen desselben 
Winkels auf die erste Gerade zuriickkommen). Im letzten Fall nahern 
sich die geraden Linien dagegen immer mehr den zugehérigen Tangenten 
an den fundamentalen Kegelschnitt (Abb. 116; die Geraden in unmittel- 
barer Nahe der Tangenten sind nicht mehr eingezeichnet); alle diese 
geraden Linien laufen dabei durch das uns erreichbare Gebiet. In dem 
Grenzfall schlieBlich, in welchem der Schnittpunkt M der geraden Linien 
auf dem Kegelschnitt selbst liegt, ist der zugehérige Winkel stets gleich 
Null (vgl. S. 169 und ferner den entsprechenden Beweis S. 168 fiir zwei 
Punkte, die auf einer isotropen Geraden liegen; unbestimmt kann derWin- 
kel nicht werden, da wir vorausgesetzt haben, da die beiden Geraden 
durch das Innere des Kegelschnittes hindurchgehen). Da in diesem Fall 
auch alle anderen (im Sinne der hyperbolischen Geometrie eigentlichen) 
Geraden durch M miteinander den Winkel Null bestimmen, laBt sich 
hier die analoge Konstruktion wie in den beiden anderen Fallen nicht 
durchfiihren (bei Zugrundelegung von Bewegungen ist dies dagegen 
méglich; vgl. Abb. 118). Wenn wir uns im AuBern des fundamentalen 
Kegelschnittes befinden, treffen wir entsprechende Verhaltnisse; der 
Leser mége diesen Fall fiir sich selbst durchdenken. Um zu erreichen, 
da8 zwei Gerade, die sich im Innern des Kegelschnittes schneiden, 
einen reellen Winkel bilden, miissen wir die Winkelkonstante rein 
imaginéar wahlen; bei den spdteren Betrachtungen werden wir sie 
wieder in Ubereinstimmung mit der euklidischen Winkelmessung gleich 
1/2 setzen. 


Einen besonders klaren Uberblick itber die besprochenen Mab- 
bestimmungen gewinnen wir, wenn wir die Kurven konstanten A bstandes 
von einem bestimmten Punkte z zeichnen; diese Kurven haben wir 
als die Kreise der vorliegenden MaBbestimmung anzusehen. Da die 
Entfernung zwischen den beiden Punkten y und z nach der arc-cos- 
Formel S. 169 nur von dem Ausdruck 2), : /2,,2., abhangt, erhalten 
wir die Gleichung der Kreise, indem wir diesen Ausdruck gleich einer 
Konstanten  setzen: 


Qh: = he Qyy 2, , (Qe. = 0) 


wobei wir die z,; als konstant, die y, als variabel anzunehmen haben. Wenn 
wir den durch diese Gleichung festgelegten Kegelschnitt mit dem fun- 
damentalen Kegelschnitt 2,, = 0 (y; variabel) zum Schnitt bringen, 
erhalten wir 27,=0. Dies ist die Gleichung der doppelt gezahlten 
Polaren von z in bezug auf den fundamentalen Kegelschnitt. Von den 
vier Schnittpunkten, die zwei Kegelschnitte im allgemeinen besitzen, 
fallen also in diesem Fall je zwei zusammen; die angegebenen Kreise 
um z beriihren den fundamentalen Kegelschnitt in je zwei Punkten, 
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namlich in den Schnittpunkten mit 
der Polaren von z (vgl. Abb. 119, bei 
der die Schnittpunkte reell sind). 

Bei dieser Uberlegung haben 
wir angenommen, daf z nicht auf 
dem fundamentalen Kegelschnitt 
selbst liegt; denn dann wiirde 
2,,=0 sein, so da alle Punkte 
der Ebene, die nicht gerade auf der 
Tangente von z liegen, von dem 
Punkte z dieselbe, namlich eine un- 
endlich groBe Entfernung besitzen. 
In diesem Fall erweitern wir die 
Definition eines Kreises, der im Abb. 117. Kreise in der elliptischen Geometrie. 
allgemeinen als Kurve konstanten iccnti ter eves rides hyperbolischen 
Abstandes von einem Punkte fest- 
gelegt ist, auf folgendem Wege. Wir 
k6énnen die oben betrachtete Kreis- 
gleichung 2% . = k2.Q,, 2., wegen der 
“Konstanz der z; auch in der Form 
Qi. = Ri2,, schreiben, und diese 
Gleichungen stellen auch fiir 2,,=0 
Kurvenscharen dar. Wir setzen 
daher fest, daB eine Kurve mit der 
Gleichung: 

oe = Ri Qyy 


in jedem Fall eim ,,Kreis mit dem 
Mittelpunkt z* heifBen soll. Wenn Abb. 118. Grenzkreise in der hyperbolischen 
im besondern 22,, = 0 ist, so gehért Geometric. 

zu einem solchen z, wie zu jedem 
andern, ebenfalls eine einparametrige 
Kreisschar. Die beiden Beriithrungs- 
punkte, die ein Kreis im allgemeinen 
mit der fundamentalen Kurve ge- 
meinsam hat, fallen dabei in einen 
einzigen Punkt, namlich z, zu- 
sammen (vgl. Abb. 118). 

Die anschauliche Gestalt der 
betrachteten Kurvenscharen haben 
wir schon auf S. 105 untersucht. 
In der elliptischen Mafbestim- 
mung besitzen die konzentrischen 
Kreise um einen Punkt stets die 


Abb. 119. Uberkreise in der hyperbolischen 
Geometrie. 
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in Abb. 117 wiedergegebene Gestalt, nur daB der dort dick ausgezogene 
Kegelschnitt keine besondere Bedeutung besitzt+). In der hyperboli- 
schen Mafbestimmung besitzen die konzentrischen Kreise dagegen ein ver- 
schiedenes Aussehen, je nachdem der zugehérige Mittelpunkt im Innern 
(Abb. 117), auf dem fundamentalen Kegelschnitt selbst (Abb. 118) oder in 
dessen AuBern liegt (Abb. 119); die ersten Kurven sind Kreise um einen 
eigentlichen, die beiden anderen Kreise um einen uneigentlichen Punkt. 
Man pflegt diese drei Kreisarten der hyperbolischen Mafbestimmung 
als eigentliche Kreise (Abb. 117), als Grenzkreise oder Horozyklen (Abb. 118) 
und als Uberkreise oder Hyperzyklen (Abb. 119) zu unterscheiden. Die 
Gestalt der Grenzkreise (Abb. 118) ergibt sich durch einen anschaulichen 
Grenziibergang aus den Abb. 117 und 119, indem wir den Mittelpunkt 
allmahlich auf die fundamentale Kurve zuwandern lassen. 

Unter den betrachteten Kreisen befindet sich in jedem Fall eine ge- 
rade Linie, namlich die Polare des zugehérigen Mittelpunktes, die wir fiir 
den Wert k = 0 bzw. k, = Oerhalten. Da nach der arc-cos-Formel S. 169 
der durch die Konstante k festgelegte Kreis den Radius 27c arccosk be- 
sitzt, ergibt sich im Fall 2., + 0 fiir den Radius dieser ausgezeichneten 
Kreise der Wert 1c (bei den von uns gemachten Festsetzungen haben sie 
also in der elliptischen Geometrie den reellen Radius zc, , in der hyperboli- 
schen Geometrie dagegen den imaginaéren Radius 17¢,). Wenn wir in 
der Gleichung der betrachteten Kreise k =1 setzen, erhalten wir einen 
sog. Punktkreis (vgl. S. 137), d. h. den geometrischen Ort der Punkte, 
die von z den Abstand Null besitzen; er besteht aus den beiden von z 
ausgehenden konjugiert imaginaéren oder auch reellen Geraden, die 
den Kegelschnitt berithren und somit’ isotrop sind. Ferner erhalten wir 
fiir k = co einen Kreis mit unendlich groBem Radius, naémlich den 
fundamentalen Kegelschnitt selbst (vgl. die Anm. S. 134). 

Auf weitere geometrische Satze aus der ebenen elliptischen und 
hyperbolischen Geometrie werden wir in Kapitel VIII eingehen. 


F. Die elliptische und hyperbolische Mafbestimmung im Raum. 
Im Raum haben wir bei den nichtausgearteten MaSbestimmungen 
drei verschiedene Falle zu unterscheiden, je nachdem die fundamentale 
Flache nullteilig, oval oder ringartig ist. Im ersten Fall erhalten wir 
die elliptische Geometrie des Rawmes, in der alle Punkte des projektiven 
Raumes einen endlichen Abstand yoneinander besitzen. Im zweiten 
Fall erhalten wir die hyperbolische Geometrie, bei der wir uns im allge- 
meinen im Innern der ovalen Flache befindlich denken; die Punkte 
auf dieser Flache selbst und die Punkte in ihrem AuBern sind dann 
als ideale, d.h. nicht erreichbare Punkte zu betrachten. Im dritten 


1) Der Kegelschnitt ist dick ausgezeichnet, da uns dann dieselbe Figur 
gleichzeitig auch die in der hyperbolischen MaSbestimmung auftretenden Ver- 
haltnisse veranschaulichen kann. 
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Fall erhalten wir endlich eine weitere MaBbestimmung, die keinen be- 
sonderen Namen besitzt und fiir unsere spateren Uberlegungen nur 
von untergeordneter Bedeutung ist. 

Durch dieselben Uberlegungen wie im Fall der Ebene erkennt 
man, daB es in der elliptischen Geometrie des Raumes nur eine 
einzige Art von Kugeln gibt. In der hyperbolischen Geometrie haben 
wir dagegen drei verschiedene Arten zu unterscheiden, je nachdem der 
Mittelpunkt im Innern der fundamentalen Flache, auf ihr selbst oder 
schlieBlich in ihrem AuBern liegt; diese drei Arten werden als eigentliche 
Kugeln, alsGrenzkugeln oder Horosphdren und als Uberkugeln oder Hyper- 
spharen bezeichnet. 


§ 2. Die ausgearteten Mafbestimmungen. 


In derselben Weise wie auf ein nichtausgeartetes Gebilde konnen 
wir auch auf ein beiiebiges der ausgearteten Gebilde, die in den drei 
Tabellen S.70 (gerade Linie), S.85 (Ebene) und S.92 (Raum) auf- 
gezahlt sind, eine projektive MaSbestimmung griinden. Wenn wir 
die nicht ausgearteten MaBbestimmungen mitzdhlen und die Realitats- 
unterschiede beriicksichtigen, erhalten wir somit auf der geraden Lime 3, 
in der Ebene 7 und im Raum 18 verschiedene MaBbestimmungen). 

A. Die gerade Linie. Auf der geraden Linie gibt es nach der 
Tabelle S. 70 nur ein einziges ausgeartetes Gebilde, namlich den doppelt 
zahlenden Punkt, den wir somit als fundamentales Gebilde zugrunde 
legen. Da in diesem Fall die verschwindende Determinante der 
Gleichung: 

Qye = Ay X] + 2M y Hy %y + AgyXy = O 

die Gestalt: D=a,, a9.—a;.—0 besitzt, wird nach S. 168 2),—2,,2,,=0. 
Der Ausdruck, den wir auf S.167 fiir die Entfernung aufgestellt hatten, 
nimmt daher im allgemeinen den Wert c-1n1 =0an. Trotzdem kénnen 
wir auch in diesem Fall eine. brauchbare MaSbestimmung erhalten. 
Wir kniipfen hierzu an die MaB8bestimmung an, die sich auf ein Punkte- 
paar Qy, => 4,1%,%, = 0, D=|ay,|+0 griindet; in diesem Falle 
1a48t sich nach S. 169 der Ausdruck fiir die Entfernung zweier Punkte y 
und z in der Form schreiben: 


2 
(4 2 — 21 Vo) V411 409 — Ap 


E(y, 2) = 21carcsin — 
V2uy Qu 


1) Eine genaue Klassifizierung aller dieser MaSbestimmungen, auch fiir den 
Fall einer x-dimensionalen Mannigfaltigkeit, findet man in der Arbeit von Sommer- 
ville; Classification of Geometries with Projektive Metric, Proceedings of the Edin- 
burgh Mathematical Society, Vol. 2, 1910. Indem Sommerville weiter die méglichen 
Einteilungen in eigentliche und uneigentliche Gebiete usw. beriicksichtigt, erhalt er 
in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit gerade 3” verschiedene MafSbestim- 
mungen. 


12* 


1480 Die projektiven MaBbestimmungen. 


Wir lassen nun die beiden Fundamentalpunkte zusammenricken, in- 
dem wir aj; immer mehr dem Werte a,,+ a. anndhern. Dann geht 
Quip = M1 + 2 ayy %1%_+ dyyx%% in das Quadrat des linearen Ausdrucks 
Vaq1 > % + Yaa +%_ itber, so daB: 

VQyy = Vain 1+ Ven Ye und YQ,,= Yay - 2, + Yaa Ze 
wird, Da ferner bei dem Grenzitbergang das Argument des arcsin be- 


liebig klein wird, kénnen wir den arc sin durch sein Argument selbst 
ersetzen. Wir erhalten somit: 


BY, 2) = 206 yaa, @y «5 21% te — 3 
(Yaar 1 + V0 - Vs) ( yy 21 + Yaga 2) 
Den gegen Null riickenden Faktor 27 ay, do, — a, vereinigen wir mit c, 


dem wir immer gréBere Werte beilegen, zu einer neuen endlichen Kon- 
stanten k. Dadurch erhalten wir fiir die Entfernung die Formel: 


Eyam hs gJ4%a ove wo : 
(Van “1+ Vae9° Va) ( yy * 2 + Vag ° 29) 
Der doppelt zahlende Punkt, auf den sich diese MaBbestimmung griindet, 
ist dabei durch die Gleichung: 2,, = {Yay - % + Yao, x2}? = 0 fest- 
gelegt und besitzt somit die Koordinaten: x, : x, = — Va : Vou : 
Wenn wir den fundamentalen Punkt in den unendlich fernen 
Punkt. unserer Geraden legen, d. h. a,, = 0 setzen, erhalten wir: 


E\V,2= R122 — Ne 
G39 V2.2 
also gerade den Ausdruck, durch den nach S.128 die Entfernung in der 
euklidischen Geometrie bestimmt wird}!). 

B. Das Geraden- und Ebenenbiischel. Dieselben Uberlegungen 
wie fiir die gerade Linie k6nnen wir auch fiir das Geraden- und Ebenen- 
biischel durchfithren und dadurch in diesen eine parabolische Mab- 
bestimmung festlegen. Wenn wir im Sinne dieser Maibestimmung in 
einem Geradenbiischel immer wieder Winkel derselben GréBe anein- 
ander antragen, nahern wir uns immer mehr der fundamentalen Geraden, 
die in diesem Fall ja stets reell ist (Abb. 120, die durch Ubertragung 
der euklidischen MafBbestimmung einer Geraden G auf das Geraden- 
biischel durch S entstanden ist). Die entsprechenden Verhaltnisse 
treten in den Ebenenbiischeln auf. Wir erkennen jetzt den inneren 


1) Dieses Resultat hatten wir bei Verwendung der kanonischen Gleichungs- 
form fiir das fundamentale Gebilde auch unmittelbar aus der arc-sin-Formel 
S.169 ableiten kénnen, indem wir « gegen Null gehen lassen (der Leser -mége 
beachten, da8 dann der Punkt x} = 0 als fundamentales Gebilde gewahlt ist, 
hier dagegen der Punkt w;= 0). Wir haben an dieser Stelle die allgemeine 
Uberlegung gewahlt, um die Formel fiir ein beliebiges fundamentales Gebilde zu 
gewinnen. 
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Grund dafir, daf sich in der euklidischen Geometrie die Entfernungen 
durch algebraische, die Winkel dagegen durch transzendente Ausdriicke 
darstellen. Die MaBbestimmung fiir die Entfernung ist namlich aus- 


Abb, 120. 


geartet, die fiir die Winkel dagegen nicht; durch den im ersten 
Fall vorzunehmenden Grenziibergang wird die Transzendenz beseitigt. 

C. Die Ebene. In der Ebene gibt es nach der Tabelle S. 85 sieben 
verschiedene quadratische Gebilde; wir wollen die zugehdrigen MaB- 
bestimmungen der Reihe nach diskutieren. 

Die Falle 14 und 2 der Tabelle (mullteilige und ovale Kurve) haben 
wir bereits eingehend untersucht. 

In Fall 3 besteht das fundamentale Gebilde aus zwei reellen Geraden 
und dem zugehorigen Schnittpunkt S (Abb. 121). Auf allen reellen Gera- 
den der Ebene, die nicht durch S hindurchgehen, ergibt sich eine hyper- 
bolische MaBbestimmung. Die Geraden durch S sind als isotrop anzu- 
sehen; in der Tat wird das fundamentale Gebilde in Geradenkoordinaten 
durch die Gleichung dieses Biischels dargestellt. Wenn wir uns in dem 
Winkelraum A des fundamentalen Geradenpaares befinden (Abb. 121), 


A 
E A B 
Jas 0: As! Jaf 
F 
7 oP 
HERI D  ark 0 7 ELMS ee eR Sih AA he 
A 
Abb 1214. Abb. 122. 


sind die Punkte des Winkelraumes B fiir uns unerreichbar; sie be- 
sitzen von den Punkten in A eine komplexe Entfernung. Die Punkte 
der beiden Fundamentalgeraden selbst sind von den Punkten in A und 
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B wmnendlich weit entfernt. Fir alle Geradenbiischel der Ebene 
mit Ausnahme des Biischels durch S ergibt sich eine parabolische 
Ma8bestimmung; das fundamentale Element wird durch die Ver- 
bindungsgerade des Mittelpunktes mit S bestimmt. Die Schar 
der konzentrischen Kreise um einen Punkt P (Abb. 121) artet in das 
Geradenbiischel durch S aus. Die Punkte der Geraden PS haben im 
besonderen einen verschwindenden Abstand von P, mit alleiniger Aus- 
nahme des Punktes S, fiir welchen der Abstand PS unbestimmt wird. 
In Abb. 124 sind die Kreise um P mit den Radien 0, 4, 2, 3, 4 ein- 
gezeichnet; die Kreise mit gr68erem Radius drangen sich (euklidisch 
gesprochen) immer dichter an den beiden fundamentalen Geraden zu- 
sammen. Interessant ist auch das Bild, welches sich ergibt, wenn wir 
den Punkt S in einen unendlich fernen Punkt der affinen Ebene legen. 
Wir erhalten dann eine Mafbestimmung im Innern eines Parallel- 
streifens (Abb. 122); die Punkte am Rande und auBerhalb dieses 
Streifens sind fiir uns unerreichbar. In Abb. 122 sind ebenfalls die 
konzentrischen Kreise um einen Punkt P mit den Radien 0, 1, 2, 3 
eingezeichnet. 

Im Fall 4 haben wir zwei konjugiert imagindre Gerade mit einem 
veellen Schnittbunkt S. Die zugehdrige MaBbestimmung umfaBt alle 
reellen Punkte der projektiven Ebene mit alleiniger Ausnahme von S. 
Auf allen reellen Geraden, die nicht durch S gehen, gilt eine elliptische 
MaB8bestimmung; die Geraden durch S selbst sind als isotrop anzu- 
sehen. Fiir die Geradenbiischel der Ebene mit Ausnahme des Biischels 
durch S gilt eine parabolische Mafbestimmung; das fundamentale 
Element wird durch die Verbindungsgerade des Mittelpunktes mit S 
bestimmt. Diese Mafbestimmung ist deshalb besonders bemerkens- 
wert, weil sie das duale Abbild der euklidischen Geometrie darstellt; 
in der Tat miissen in diesem dualen Abbild alle Geraden eine end- 
liche Lange besitzen, wahrend alle Winkel um einen Punkt herum 
unendlich gro8 sind. Durch Dualisierung der euklidischen Lehrsatze 
kénnen wir diese Mafbestimmung unmittelbar entwickeln. So 
ist in der euklidischen Geometrie der Kreis als der geometrische 
Ort aller Punkte definiert, die von einem gegebenen Punkt denselben 
Abstand besitzen. Das duale Gebilde wiirde eine Kurve zweiter Klasse 
sein, die als der geometrische Ort aller Geraden definiert ist, welche mit 
einer gegebenen Geraden denselben Winkel bestimmen. In der eukli- 
dischen Geometrie ist das erste Gebilde ein Kreis, wahrend das zweite 
Gebilde zu einer Kurve erstey Klasse, d. h. also einem Geradenbiischel 
ausgeartet ist, dessen Mittelpunkt auf der unendlich fernen Geraden 
liegt. In dem hier betrachteten dualen Abbild der euklidischen Geometrie 
miussen umgekehrt gerade die ,,Entfernungskreise ausarten; sie werden 
zu denjenigen Kurven erster Ordnung, d.h. geraden Linien, die durch 
den reellen Schnittpunkt S der beiden konjugiert imaginéren Funda- 
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mentalgeraden laufen (Abb. 123). Die ,,Winkelkreise sind dagegen 
nicht ausgeartet und besitzen das in Abb. 124 angegebene Aussehen; 
wir haben dabei die Klassenkurven durch die zugehérigen Ordnungs- 
kurven wiedergegeben. 

Betrachten wir zunachst Abb. 123 genauer! Die Punkte der Geraden 
PS haben (mit alleiniger Ausnahme von S) eine verschwindende Ent- 
fernung von P. Wenn wir aus der Geraden PS herausgehen, nimmt die 
Entfernung von P zu, um auf einer anderen in der Abb. 123 ebenfalls 


i 


Abb. 123. Abb. 124. 


stirker ausgezogenen Geraden den maximalen Wert a anzunehmen. 


Bei den Winkelkreisen treffen wir ein anderes Verhalten. In Abb. 124 
sind die Winkelkreise gezeichnet, die zu der Geraden G gehéren. Der 
Geraden G selbst entspricht der Winkel Null. Wenn wir den Winkel 
gréBer werden lassen, erhalten wir zundchst Hyperbeln, die dann ittber 
eine Parabel in Ellipsen itbergehen und den fundamentalen Punkt S 
immer dichter umschlieBen. Die Geraden durch S selbst bestimmen 
einen unendlich groBen Winkel mit G. Man kann analytisch leicht 
bestitigen, daB Abb. 124 das projektive Abbild einer Schar von konzen- 
trischen euklidischen Kreisen ist. Der Leser mége sich klarmachen, 
daB alle diese Verhaltnisse gerade die Ubertragung der euklidischen 
Geometrie in das Duale darstellen. 

In Fall 5 besteht das fundamentale Gebilde aus einer reellen Ge- 
vaden mit zwet auf thy liegenden reellen Punkten. Auf allen Geraden der 
Ebene mit Ausnahme der fundamentalen Geraden selbst gilt dann eine 
parabolische MaBbestimmung, wahrend die Winkel im allgemeinen 
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hyperbolisch gemessen werden. Diese MaSbestimmung haben wir be- 
reits in § 4 des vierten Kapitels eingehend betrachtet und als pseudo- 
euklidische Geometrie bezeichnet; im besonderen haben wir dort das 
System der zugeh6rigen Kreise eingehend untersucht (Abb. 86, S. 143). 

Im Fall 6 gehen wir von eimer reellen Geraden mit zwet auf thr 
liegenden konjugiert imagindven Punkten aus. Wir erhalten die eukli- 
dische Geometrie, bei der die Langenmessung im allgemeinen parabolisch, 
die Winkelmessung dagegen elliptisch ist. 

Im siebenten Fall endlich haben wir eime reelle Gerade und einen auf 
thr liegenden reellen Punkt. Wir erhalten somit sowohl auf den Geraden 
wie auch in den Strahlbiischeln im allgemeinen eine parabolische MaB- 
bestimmung. 

D. Der Raum; abschlieBende Bemerkungen. Die entsprechen- 
den Uberlegungen wie in der Ebene kénnen wir auch im Raum anstellen. 
Das Hineindenken in diese MafSbestimmungen wollen wir aber dem 
Leser iiberlassen. Denn fiir die Untersuchungen dieses Buches kommt 
von all den zahlreichen ausgearteten MaSbestimmungen nur eine einzige 
in Betracht, namlich gerade die uns wohlbekannte euklidische Geometrie 
(vgl. S. 189). Fiir weitergehende Untersuchungen, die auf Verallge- 
meinerungen der Riemannschen Geometrien (vgl. Kap. X, §5) heraus- 
kommen, hat dagegen das Studium der ausgearteten projektiven MaB- 
bestimmungen ein ganz besonderes Interesse; es ist aber unmdglich, im 
Rahmen des vorliegenden Buches auf diese Untersuchungen einzugehen. 


§ 3. Die Dualitat. 


In der projektiven Geometrie ist das Dualitatsprinzip ohne Ein- 
schrankung giiltig. Wir wissen, daB es bei Einfiihrung einer euklidischen 
MaBbestimmung seine Giiltigkeit verliert, wahrend es in der speziellen 
elliptischen Geometrie, die wir in Kapitel IV betrachtet haben, er- 
halten bleibt (vgl. S. 150). Wie steht es hiermit bei den ibrigen pro- 
jektiven MaBbestimmungen ? 

Betrachten wir zunachst noch einmal die elliptische MaBbestimmung 
die sich auf einen in der projektiven Ebene gegebenen nullteiligen Kegel- 
schnitt griindet. Um volle Dualitaét zu erhalten, miissen wir dabei die 
Streckenkonstante c =7zc, gleich der Winkelkonstanten c’ = 7/2 (vgl. 
S. 174) wahlent); denn sonst wiirde die Formel fiir die Entfernung 
zwischen zwei Punkten nicht der Formel fiir den Winkel zwischen zwei 
Geraden dual entsprechen kénnen. Da sich nun die Ausdriicke fiir Winkel 
und Entfernungen in véllig dualer Weise aus dem fundamentalen Kegel- 
schnitt ableiten, ergibt sich ohne weiteres, daf das Dualitatsprinzp 


1) In Kapitel IV, S. 148 hatten wir den Radius r = 2c, der Kugel, aus der 
wir die elliptische Geometrie ableiteten, gleich 1 angenommen, also in der Tat 
c¢, = 1/2 gesetzt. 
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in der elliptischen MaBbestimmung ebenso wie in der projektiven Geometrie 
uneingeschrinkt giiltig sein muf. Besonders wbersichtliche Verhaltnisse 
erhalten wir, wenn wir ein projektives Koordinatensystem derart ein- 
fiihren, daB der fundamentale Kegelschnitt die Gleichung xj -+ 13 + x3 
=0 gewinnt. In diesem Fall ergibt sich namlich die entsprechende 
Klassengleichung einfach dadurch, da8 wir die x; durch die ~ ersetzen, 
eine Beziehung, die bei Verwendung eines andersartigen Koordinaten- 
systemes nicht besteht. Infolgedessen k6nnen wir bei Benutzung 
des angegebenen ausgezeichneten Koordinatensystems etwa aus der 
Entfernungsformel die Winkelformel gewinnen, indem wir die x, durch 
die u, ersetzen, wahrend wir bei Verwendung eines andersartigen 
Koordinatensystems erst die Ordnungsgleichung des fundamentalen 
Kegelschnittes (nach 5.60) in die zugehorige Klassengleichung iber- 
tragen miissen (vgl. die Entfernungs- und Winkelformeln S. 168 u. 169). 

In der hyperbolischen Ma8bestimmung treffen wir im imaginaren 
Gebiet genau dieselben Dualitatsverhaltnisse wie in der elliptischen 
MaB8bestimmung an, da die beiden Ma8bestimmungen im Imaginaren 
miteinander identisch sind. Wenn wir uns auf das reelle Gebiet be- 
schranken, erhalten wir dagegen weitreichende Unterschiede. Denn 
jetzt konnen wir die Streckenkonstante c nicht mehr gleich der Winkel- 
konstanten c’ wahlen, da wir hier c=c, und c’ =1i/2 gesetzt haben 
(S.175 u. 176). Hierdurch wird die Dualitdt in der hyperbolischen Metrik 
vollig zerstovt. Denn setzen wir etwa den fundamentalen Kegelschnitt 
in der Form x7 + 22 — #2 =0 bzw. @ + 2 — 12 =0 an und wahlen 
Cn =%, so erhalten wir fiir die Entfernung E zwischen zwei Punk- 
ten y und z bzw. fiir den Winkel W zwischen zwei Geraden v und w 
(vgl. S. 170) die Ausdriicke: 


SUG 2 er 
Wit— w+ 3—4 

010 1 UgW — Vas 
Voi + 8 — ft + ws — wi” 
hieraus ergeben sich aber véllig verschiedene Werte von E und W, 
auch wenn y; =v; und z; = w, ist. 

In der euklidischen Geometrie ist bereits das fundamentale Gebilde 
in sich undualistisch, da es in Punktkoordinaten durch zwei Gleichungen, 
in Geradenkoordinaten dagegen durch eine Gleichung wiedergegeben 
wird, etwa im Fall der Ebene durch: 


ma tme=0, Kor /0h4 bzw. “ue = 0. 


cos W 


Somit) mu8 auch die hierauf gegriindete Metrik von vornherein un- 
dualistisch sein. Durch Dualisierung der euklidischen Geometrie er- 


1) Die Definition von CAE findet sich S. 196. 
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halten wir vielmehr eine andere MaBbestimmung, die sich auf das duale 
Analogon des konjugiert imaginaren Punktepaares, namlich ein konju- 
giert imaginares Geradenpaar, griindet, wie wir bereits auf S. 182 naher 
ausgefiihrt haben. 

Entsprechende Uberlegungen lassen sich auch fiir alle anderen Mab- 
bestimmungen anstellen. Zusammenfassend kénnen wir sagen: Damit 
eine MafBbestimmung in sich dual ist, muB erstens thr fundamentales 
Gebilde in sich selbst dual sein und zweitens thre Entfernungskonstante 
mit threr Winkelkonstanten tibereinstimmen. Wenn dies nicht der Fall 
ist, gibt es eine andere Mafbestimmung, welche der betrachteten dual 
entspricht. 


§ 4. Die starren Transformationen. 


A. Die starren Transformationen und die Ahnlichkeitstrans- 
formationen. Durch unsere bisherigen Uberlegungen haben wir eine 
groBe Anzahl von MaBbestimmungen kennengelernt. Es entsteht nun 
die Aufgabe, die starren Transformationen dieser MaBbestimmungen zu 
bestimmen, d. h. also diejenigen Transformationen, bei denen alle Mab- 
verhaltnisse ungeadndert bleiben. Diese Transformationen miissen zu- 
nachst gerade Linien wieder in gerade Linien und Ebenen wieder in 
Ebenen iiberfiihren, also Kollineationen sein. Da weiter: alle fiir die 
betreffende MaBbestimmung unendlich fernen Punkte wieder in der- 
artige Punkte iiberfiihrt werden sollen, stellen sich die starren Trans- 
formationen als Kollineationen des fundamentalen Gebildes in sich dar. 
Der Leser erkennt jetzt den Grund der ausfiihrlichen Betrachtung 
dieser Kollineationen in Kapitel III; durch die nunmehr erfolgte Ein- 
filhrung der MaBbegriffe gewinnen die damaligen Untersuchungen er- 
heblich an Lebendigkeit und Anschaulichkeit. 

Bei der weiteren Untersuchung ergibt sich ein wesentlicher Unter- 
schied in dem Verhalten der ausgearteten und nichtausgearteten MaB- 
bestimmungen. Bei den nichtausgearteten Mafbestimmungen ist 
namlich jede Kollineation, die das fundamentale Gebilde in sich tiber- 
fiihrt, eine starre Transformation; denn bei diesen MaBbestimmungen 
sind die Entfernungen und Winkel durch Doppelverhaltnisse definiert, 
die gegeniiber den Kollineationen invariant bleiben. Bei den aus- 
gearteten MaBbestimmungen gibt es dagegen noch andersartige 
Kollineationen des fundamentalen Gebildes in sich, bei denen sich 
die Langen oder Winkel mit einer bestimmten Konstanten multi- 
plizieren. Diese weiteren Transformationen, die uns von der eu- 
klidischen Geometrie her wohlbekannt sind, werden als Ahnlichkeits- 
transtormationen bezeichnet. Nach S. 96 wachst die Parameterzahl der 
Kollineationen eines ausgearteten quadratischen Gebildes in sich um 
eine Einheit, wenn das Gebilde einmal weiter ausartet; die hierdurch 
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hinzukommenden Transformationen sind, wie wir nicht naher beweisen 
wollen, gerade die eben genannten Ahnlichkeitstransformationen. In- 
folgedessen stimmt die Parameterzahl aller starren Transformationen 
in den verschiedenen MafSbestimmungen derselben Dimensionenzahl 
uiberein. Auf der geraden Linie erhalten wir somit oo!, in der Ebene 
co? und im Raume co® starre Transformationen; in einer m-dimensio- 


n(n + 1) 


nalen Mannigfaltigkeit betrégt die Parameteranzahl aT ee wie 
man durch eine geeignete Abzahlung bestatigen kann. 


B. Die Bewegungen und Umlegungen. Bei der genaueren Unter- 
suchung der starren Transformationen haben wir zwischen den Be- 
wegungen und Umlegungen zu unterscheiden: Die Bewegungen lassen 
sich durch kontinuierliche Veranderung aus der Identitat erzeugen, die 
Umlegungen dagegen nicht. Im Anschlu8 an die Betrachtungen des 
Ill. Kapitels kénnen wir die folgenden Satze aussprechen, wobei wir 
uns auf das reelle Gebiet beschranken: 

In der elliptischen MaBbestimmung auf der geraden Linie und im 
Raume existieren co! bzw. cof Bewegungen und genau so viele Um- 
legungen. In der ebenen elliptischen MaBbestimmung gibt es dagegen 
coS Bewegungen, aber keine Umlegungen. Allgemein tritt der erste 
Fall bei ungerader Dimensionenzahl, der zweite bei gerader Dimensionen- 
zahl auf. Auf das Fehlen der Umlegungen in der ebenen elliptischen 
Ma8bestimmung hat zuerst Study hingewiesen 2), 

In der hyperbolischen Mafbestimmung auf der geraden Linie 
treten nach S. 95 vier verschiedene Arten von Transformationen auf. 
Wenn wir uns auf diejenigen Transformationen beschranken, welche 
eigentliche Punkte wieder in eigentliche Punkte wberfiihren, bleiben 
hiervon nur noch zwei Arten iibrig, eben die Bewegungen und Um- 
legungen der (eigentlichen) hyperbolischen Ma8bestimmung auf der 
Geraden. In der hyperbolischen MaSbestimmung der Ebene und des 
Raumes gibt es von vornherein nur oo® bzw. oo§ Bewegungen und genau 
so viele Umlegungen. 

Auf die dritte im Raum médgliche nichtausgeartete Mafbestim- 
mung, die sich auf eine ringartige Flache als fundamentales Gebilde 
griindet, wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen. 

Als Beispiel fiir die Verhaltnisse, die in den ausgearteten Mab- 
bestimmungen auftreten, sei auf die euklidische Geometrie hinge- 
wiesen (vgl. Kapitel III, S. 96, 108 und 124). Die Ausscheidung der 
Bewegungen und Umlegungen aus den allgemeinen Ahnlichkeitstrans- 
formationen ergibt sich bei der affinen Schreibweise, indem wir be- 
stimmte Determinanten gleich +1 bzw. —1 setzen. Entsprechende 
Verhdltnisse treffen wir bei den wbrigen einmal ausgearteten Mab- 


1) Math. Ann. Bd. 39, 1891. Vgl. Klein: Ges. Abh. Bd. I, S. 282. 
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bestimmungen an. Wenn das fundamentale Gebilde hoher ausgeartet 
ist, treten nicht nur eine, sondern mehrere derartige Gleichungen auf. 

C. Erzeugung der Bewegungen durch spezielle Transformationen. 
Aus Kapitel III sind uns weiter die folgenden Satze iber Bewegungen 
bekannt: 

Jede Bewegung der ebenen elliptischen Mafbestimmung ist eine 
Drehung. Ferner kann auch jede Bewegung der ebenen hyper- 
bolischen MaBbestimmung als Drehung angesehen werden; nur haben 
wir jetzt drei verschiedene Falle zu unterscheiden, je nachdem das 
Zentrum der Drehung im Innern des fundamentalen Kegelschnittes 
oder auf dem Kegelschnitt selbst oder im AuBeren liegt. In allen Fallen 
wandern die Punkte der Ebene auf Kreisen (Abb. 117—119, S. 177). 

Jede Bewegung der raéumlichen elliptischen MaSbestimmung lat 
sich durch zwei aufeinander folgende Schiebungen erzeugen; diese Auf- 
l6sung in Schiebungen ist eindeutig bestimmt. Ferner kénnen wir jede 
Bewegung durch zwei aufeinanderfolgende Drehungen um zwei Ge- 
raden G, und G, erzeugen, die konjugierte Polaren in bezug auf die 
fundamentale Flache sind; diese Drehungen lassen sich auch als Trans- 
lationen langs G, bzw. G, auffassen. SchlieBlich k6nnen wir auch noch 
jede Bewegung als Schraubung langs G, oder G, betrachten. In der 
raumlichen hyperbolischen MaSbestimmung treffen wir dieselben Ver- 
haltnisse an, nur ist dort die Zerlegung einer Bewegung in zwei (reelle) 
Schiebungen unméglich. 

Auf weitere Satze iiber starre Transformationen werden wir in 
Kapitel VIII eingehen. 


Kapitel VII. 


Die Beziehungen zwischen der elliptischen, 
euklidischen und hyperbolischen 
Geometrie. 


§ 1. Die Sonderstellung der drei Geometrien. 


Im vorigen Kapitel haben wir eine Anzahl von MafSbestim- 
mungen kennengelernt, die sich Jlogisch gleichberechtigt neben die 
euklidische Geometrie stellen. Der gréSte Teil dieser MafSbestim- 
mungen besitzt aber eine Struktur, die sie fiir praktische An- 
wendungen in der AuBenwelt ungeeignet macht. In der Tat werden 
wir verlangen, daB die Bewegungen einer in der AuSenwelt anwend- 
baren MaBbestimmung mit den uns wohlbekannten Bewegungen der 
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starren Korper itibereinstimmen, Wir denken uns einen derartigen 
K6rper, der von zwei sich schneidenden Ebenen begrenzt ist, also etwa 
einen Holzkeil, in einer bestimmten Ruhelage, die in Abb. 125 schraffiert 
ist. Sodann drehen wir den Kérper um die Schnittgerade der beiden 
begrenzenden Ebenen, so daB die zweite Ebene in die Lage kommt, 
in der sich die erste Ebene vor der Drehung befunden hat. Die Er- 
fahrung zeigt uns, da wir stets durch eine endliche Anzahl derartiger 
Drehungen in die Nahe der Ausgangslage zuriickkommen, ja sogar tiber 
sie hinausgelangen kénnen. Diese Eigen- 
schaft ist aber bei der hyperbolischen und 
parabolischen Messung von Winkeln nicht 
vorhanden, da wir dort durch die ent- 
sprechende Abtragung untereinander kon- 
gruenter Winkel nie iiber bestimmte Grenz- 
lagen herauskommen. kénnen (ygl. die 
Abb. 114 und 120). In einer MaBbestim- 
mung, die in der Aufenwelt anwendbar ist, 
muB also sowohl die raumliche, wie auch 
die ebene Winkelmessung elliptisch sein. 
Diese Forderung ist aber nur in drei MaBb- 
bestimmungen erfillt, die wir in den bisherigen Untersuchungen als 
elliptisch, parabolisch oder euklidisch und hyperbolisch  bezeichnet 
‘haben; dabei miissen wir uns in der hyperbolischen Mabestimmung 
auf das Innere der Fundamentalkurve bzw. -flache und in der para- 
bolischen MaBbestimmung auf diejenigen Punkte beschranken, welche 
nicht dem Fundamentalgebilde selbst angehéren. 

Infolge der angegebenen Auszeichnung pflegt man die elliptische 
und die hyperbolische MaBbestimmung der euklidischen Geometrie als 
nichteuklidische Mafbestimmungen gegeniiberzustellen. Da diese drei 
MaBbestimmungen die weitaus wichtigste Rolle spielen, werden wir 
uns im folgenden auf ihre Untersuchung beschranken. In diesem Kapitel 
wollen wir die allgemeinen Beziehungen besprechen, welche die drei 
MaBbestimmungen miteinander verbinden; in Kapitel VIII werden wir 
sodann die Eigenschaften der elliptischen und hyperbolischen Maf- 
bestimmung getrennt fiir sich untersuchen. 

Auf die weitere Frage, welche von den drei in dieser Weise 
ausgezeichneten MaSbestimmungen ,,in der AuSenwelt. gilt, werden 
wir in § 6 dieses Kapitels eingehen. Die Antwort wird lauten, daB 
eine Entscheidung dieser Frage mit den uns bis heute zur Verfiigung 
stehenden Hilfsmitteln nicht gegeben werden kann. Die Messungen in 
der AuBenwelt sind namlich mit den nichteuklidischen MaBbestim- 
mungen genau so vertraglich wie mit der euklidischen Geometrie. 
Infolgedessen kénnen wir im Sinne von S. 164 die nichteuklidischen 
Ma8bestimmungen auch als nichteuklidische Geometrien bezeichnen. 


Abb. 125, 
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§ 2. Der Ubergang von der elliptischen iiber die euklidische 
zur hyperbolischen Geometrie. 


Die quadratischen Gebilde, auf die wir eine projektive MaBbe- 
stimmung gegriindet haben, lassen sich nach § 6 des zweiten Kapitels 
kontinuierlich ineinander uberfihren. Dann miissen aber die zuge- 
hérigen MafSbestimmungen dieselbe Eigenschaft besitzen. Wir be- 
schranken uns auf die Untersuchung des Uberganges, welcher die 
ebene elliptische Geometrie tiber die euklidische in die hyperbolische 
Geometrie tiberfiihrt. Hierzu gehen wir von einem nullteiligen Kegel- 
schnitt: uj + ug + %s,u%3=0 oder x4 + 43+ jg = 0 aus und iiber- 

Pes 
filhren ihn tiber ein konjugiert imaginares Punktepaar: uj + u3 = 0 oder 


9 


x; + «3 = 0; x3 = 0 in einen ovalen Kegelschnitt: #j + u3 — M3 u3 = O 
2 2 1 2 
oder: x; + %5 — —%3 = 0 (vgl. S. 84, Abb. 53). 
Oo 


Um die MeGbe ina een eindeutig festzulegen, miissen wir auBer 
dem fundamentalen Gebilde auch noch die zugehérige Entfernungs- 
konstante c und die Winkelkonstante c’ kennen, welche vor den Loga- 
rithmen der Doppelverhaltnisse auftreten. In der elliptischen MaB- 
bestimmung ist die Entfernungskonstante c rein imaginar, namlich 
gleich 7c, (S.174), in der euklidischen Geometrie unendlich groB (S. 180) 
und in der hyperbolischen Mafbestimmung reell, namlich gleich e, 
(S. 175). Wenn wir also im Grenziibergang die Konstante “3, von 
positiven Werten der Null zustreben und sie dann einen negativen 
Wert annehmen lassen, miissen wir gleichzeitig die Entfernungs- 
konstante c von rein imaginaéren Werten uber einen unendlich groBen 
Wert in eine reelle Zahl tiberfiihren. Das kénnen wir am einfachsten 


erreichen, indem wir 2¢ = ES Oder x5. = setzen. In der Tat 
bamcess 

ergibt sich dann fiir positives bzw. negatives %,, ein imaginares bzw. 
reelles c, wahrend wir fiir %,, = 0 ein unendlich groBes c erhalten. Die 
Hinzufiigung der Konstanten 2 empfiehlt sich aus anderen Grinden, 
die wir.gleich kennenlernen werden (S. 193). 

Bei der Winkelkonstanten c’ treten derartige Schwierigkeiten nicht 
auf, da sie in allen Fallen rein imaginar ist. Wir kénnen daher c’ kon- 


stant wahlen; besonders geeignet ist der Wert c’ = ee da dann die 


Winkelsumme in allen Strahlbiischeln 27 betragt. Dieser Unterschied 
zwischen den beiden Konstanten c und c’ hangt damit zusammen, da’ 
das Zwischengebilde ein verschiedenes Verhalten zeigt, je nachdem wir 
es als Ordnungsgebilde oder als Klassengebilde auffassen. Im ersten 
Fall besteht es namlich aus einer doppelt zahlenden Geraden, im zweiten 
Fall aus zwei konjugiert imaginéren Punkten. Infolgedessen artet beim 
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Ubergang die MaBbestimmung fiir die Entfernung aus (d.h. sie wird 
parabolisch), wahrend die MaBbestimmung fiir Winkel elliptisch bleibt. 

Da sich die euklidische Geometrie auf dem angegebenen Wege 
kontinuierlich in die elliptische und die hyperbolische MaBbestimmung 
tiberfiihren laBt, bilden die Sdtze der ewklidischen Geometrie gerade den 
Ubergang zwischen den Siitzen dey beiden anderen MaBbestimmungen, 
wofiir wir bereits mehrere Beispiele kennengelernt haben. So gibt es 
z. B. in der reellen elliptischen Geometrie nur eine einzige Art von 
Punkten, in der euklidischen Geometrie zwei Arten (namlich die eigent- 
lichen und die unendlich fernen Punkte) und in der hyperbolischen 
MaBbestimmung drei Arten (némlich die Punkte, die im Innern des 
fundamentalen Kegelschnittes, auf ihm selbst und in seinem Aufern 
liegen). Dementsprechend gibt es in den drei MaBbestimmungen der 
Reihe nach nur eine, zwei bzw. drei Arten von Kreisen, die sich je 
nach der Art der zugeh6rigen Mittelpunkte unterscheiden (S.177f.). In 
der euklidischen Geometrie bestehen diese zwei Arten aus den Kreisen 
mit endlichen bzw. unendlich groBem Radius; im letzten Fall erhalten 
wir eine gerade Linie, d.h. einen Kreis, dessen Mittelpunkt unendlich 
fern lhegt. Weitere derartige Satzgruppen, aus denen sich die Mittel- 
stellung der euklidischen Geometrie zwischen der elliptischen und 
hyperbolischen MaBbestimmung ergibt, werden wir bald kennen lernen. 


§ 3. Die Darstellung der elliptischen und hyperbolischen 
Geometrie auf der euklidischen Kugel von reellem und 
imaginarem Radius. 


Die elliptische MaBbestimmung der Ebene steht, wie wir schon 
S.148 sahen, in unmittelbarer Beziehung zu der Geometrie auf der 
Kugel; denn wenn wir die Punkte einer Kugel vom Radius 2c, und 
die auf ihr herrschenden MaSverhiltnisse vom Mittelpunkt aus auf 
eine Tangentialebene projizieren (vgl. Abb. 91, S. 152), erhalten wir eine 
elliptische MaBbestimmung, deren Entfernungskonstante gleich 7c, und 


deren Winkelkonstante gleich = ist. Da wir in der elliptischen Geo- 
metrie die Winkelkonstante allgemein gleich > gesetzt haben, ist die 


elliptische Geometrie durch die Angabe der GréBe 2c,, die man infolge 
des angegebenen Zusammenhanges als Kriimmungsradius der betreffen- 
den elliptischen Mafbestimmung bezeichnet, eindeutig festgelegt. 

Nun sind die elliptische und hyperbolische MaSbestimmung fiir 
den algebraischen Standpunkt identisch. Die Entfernungskonstanten 
c, und ¢, der elliptischen bzw. hyperbolischen Geometrie sind dabei 
durch die Beziehung c, = —ic, mit einander verbunden (S.173ff.). In- 
folgedessen liegt die Vermutung nahe, daf die hyperbolische Maf- 
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bestimmung, deren Streckenkonstante gleich c, ist, mit der Geometrie auf 
einer euklidisch ausgemessenen Kugel von dem imaginaren Radius —21c;, 
identisch ist. 

Diese Vermutung bestatigt sich in der Tat. Die imaginare Kugel 


mége die Gleichung: pie er Wee pe 
meee 


besitzen. Wir projizieren sie von ihrem Mittelpunkt aus auf die Tan- 
gentialebene: Pde AA 
Das fundamentale Gebilde der euklidischen Geometrie im Biindel, auf 
das sich die Metrik der Kugel griindet, ist der von dem Kugelmittel- 
punkt ausgehende isotrope Kegel x? + y* + 22 = 0. Dieser schneidet 
die Tangentialebene in dem fundamentalen Kreis x2 + y2 = 4c}, der 
den Radius 2c, besitzt. Nun ist die spharische Entfernung zwischen 
zwei Punkten P, und P, der imaginaren Kugel gleich dem Winkel ¢, 
unter dem diese Punkte vom Kugelmittelpunkt O aus erscheinen, 
multipliziert mit dem Radius —2ic, der Kugel (vgl. die schematische 
Abb. 126, welche den Schnitt un- 
serer Anordnung mit einer Ebene E 
durch die drei Punkte O, P, und P, 
darstellt; die imaginaren Elemente 
sind dabei reell angedeutet; die 
horizontale Gerade ist der Schnitt 
von E mit der Tangentialebene 
der Kugel). Der betrachtete Win- 
kel, der ja euklidisch gemessen 


wird, ist gleich a In DV, wobei un- 


Abb. 126, 


ter DV das Doppelverhialtnis der 
beiden vom Kugelmittelpunkt ausgehenden Geraden OP, und OP, mit 
den beiden isotropen Geraden 7, und 7, zu verstehen ist, welche durch 
die zugehorige Ebene £ aus dem isotropen Kegel ausgeschnitten werden. 
Nun ist aber das Doppelverhaltnis dieser vier Geraden gleich dem 
Doppelverhaltnis, welches die beiden in der Tangentialebene liegenden 
Bildpunkte Pj, P; von P, und P, mit den beiden isotropen Punkten 
J,, Jz bestimmen, die durch die Verbindungsgerade der beiden Bild- 
punkte aus dem oben berechneten fundamentalen Kreise aus- 
geschnitten werden. Die auf der Kugel gemessene Entfernung 


Sitar InDV =+c,InDV der beiden Punkte P, und P, ist 


also, wie behauptet, identisch mit der Entfernung der beiden Bild- 
punkte P;, P3, die sich ergibt, wenn wir auf den fundamentalen Kreis 
x* + y? = 4c; eine hyperbolische MaBbestimmung mit der Entfernungs- 
konstanten c, griinden. 
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Es wird niitzlich sein, diese Verhaltnisse durch ein reelles Bild 
anschaulicher zu gestalten. Zu diesem Zwecke fihren wir eine Ko- 
ordinatentransformation z = 7z aus und betrachten das sich hierdurch 
ergebende Bild der eben untersuchten Projektion.. Die Kugel wird jetzt 
durch ein zweischaliges Hyperboloid: 


x? + 2 — 22 — Ach 
dargestellt (das jedoch nicht mehr im euklidischen Sinne ausgemessen 
werden darf). Die betrachtete Tangentialebene: 
226, 

berithrt das Hyperboloid in dem oberen Scheitel (Abb. 127). Der fun- 
damentale Kegelschnitt x? + y2 = 4c, wird durch den Asymptoten- 
kegel x? + y2 — 22 = 0 des Hyper- 
boloides aus der Tangentialebene 
ausgeschnitten. Von den co* imagi- 
naren Punkten der Kugel werden 
durch dieses Bild oo? reell dargestellt, 
und zwar sind dies gerade die, 
welche auf die reellen Punkte im 
Tnnern des fundamentalen Kegel- 
schnittes x2 + y2 = 4c7 abgebildet 
werden. 

Infolge der geschilderten Be- 
ziehung pflegt man entsprechend 
wie in der elliptischen Geometrie 
auch in der hyperbolischen die 
GroBe —2ic, als Kriimmungsradius 
zu bezeichnen. Wenn wir den 
Kriimmungsradius der elliptischen 
oder hyperbolischen Geometrie un- Bas Bie 
beschrankt wachsen lassen, gehen 
die Kugeln stetig in eine (reelle) Ebene iiber; gleichzeitig wird dabei 
die betrachtete MaBbestimmung auf den Kugeln zu der euklidischen 
Geometrie, woraus sich nochmals die Mittelstellung der euklidischen 
Geometrie ergibt. Statt durch die Konstante cic, =c, pflegt man 


die verschiedenen Geometrien auch durch die Angabe der GréBe — 42 
= —a za charakterisieren. Man pflegt diesen Ausdruck (wie 
G ( 
in der Flachentheorie iiblich, vgl. S. 280) als Kriimmung oder Kriim- 
mungsmap der betreffenden Geometrie zu bezeichnen. Durch diese Be- 
zeichnungen sind jedoch zahlreiche Mathematiker und vor allen 
Dingen Philosophen zu der unrichtigen Auffassung veranlaBt worden, 
daB die elliptische oder die hyperbolisch ausgemessene Ebene und 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 13 
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die in ihnen lhegenden Geraden irgendwie ,,krumm‘‘ waren; bei der 
hier gewdhlten projektiven Einfiithrung erkennt man unmittelbar, 
daB diese Vorstellung unrichtig ist. Aus diesem Grunde wird der 


Ausdruck — 3 auch einfach als Mafkonstante der betreffenden Geo- 


metrie bezeichnet. Wir erhalten dann die Formulierung, daf die Maf- 
konstante der elliptischen Geometrie positiv, die der euklidischen Geometric 
gleich Null und die der hyperbolischen Geometrie negativ ist. 

Zum Schluf8 wollen wir noch darauf hinweisen, da die Darstellung 
der hyperbolischen Geometrie auf der Kugel von imaginarem Radius 
nur eine abstrakte Gedankenoperation ist. Wir hatten namlich in 
Kapitel I die (reelle) Geometrie auf das imaginare Gebiet erweitert, 
indem wir die analytischen Operationen, die bestimmten geometrischen 
Vorstellungen entsprechen, auch im imaginaren Gebiet untersuchten. 
Bei dieser Auffassung gibt es also in der Geometrie keine Kugeln von 
imaginarem Radius; diese Redeweise ist vielmehr nur als kurze Be- 
zeichnung fir bestimmte analytische Operationen aufzufassen. Wir 
werden aber im nachsten Paragraphen zeigen, da8 man trotzdem mit 
Hilfe derartiger Schliisse (denen ja bestimmte analytische Beziehungen 
zugrunde liegen) Aussagen iiber reelle Gebilde machen kann, wobei 
aber stets die groBte Vorsicht geboten ist (vgl. die Bemerkungen tiber 
den Inhalt in der hyperbolischen Geometrie S. 199). 


§ 4. Herleitung der Formeln der elliptischen und hyper- 
bolischen Geometrie aus denen der Geometrie 
auf der euklidischen Kugel. 


Wir sind nunmehr in der Lage, zahlreiche Formeln fiir die beiden 
nichteuklidischen Geometrien bequem abzuleiten. Der Weg, auf dem 
dies geschieht, ist der folgende: Die bekannten Satze der spha- 
rischen Geometrie auf einer euklidischen Kugel vom Radius 2c, 
lassen sich (vgl. den Anfang des vorigen Paragraphen) ohne weiteres 
auf die elliptische ebene Geometrie mit dem Kriimmungsradius 2c, 
iibertragen. Bedenkt man nun, daf die elliptische und die hyperbolische 
Geometrie vom algebraischen Standpunkt aus identisch sind — ein 
Zusammenhang, den wir im vorigen Paragraphen durch die Deutung 
der hyperbolischen MaSbestimmung als Geometrie auf einer Kugel von 
imaginarem Radius veranschaulicht haben —, so wird man erwarten, 
daB die fiir die elliptische Geometrie bewiesenen Formeln fiir die hyper- 
bolische ihre Giltigkeit behalten, wenn man nur dem in ihnen auf- 
tretenden Parameter c =7c, jetzt den Wert c = c, beilegt. Daf man 
auf diese Weise in der Tat zu richtigen Formeln gelangt, wollen 
wir zunachst durch strenge Schliisse an den trigonometrischen  For- 
meln zeigen. 
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A. Trigonometrische Formeln. Wir betrachten hierzu auf der 
euklidischen Kugel vom Radius 2c, ein spharisches Dreieck; um die 
Fallunterscheidungen zu vermeiden, die dadurch nétig werden, dafi 
drei Punkte mehrere Dreiecke bestimmen, beschranken wir uns auf 
gentigend kleine Gebiete der Kugel. In der spharischen Trigonometrie 
pflegt man die Langen A, B, C der Dreiecksseiten durch die Winkel a, 
b, c festzulegen, unter denen sie vom Mittelpunkt der Kugel aus er- 
scheinen; ¢s ist also A == 2¢,a, B= 2c,b,-C =2c,c. Sind a, 8; y 
die Dreieckswinkel, so erhalt daher der ,,spharische Sinussatz“ sin a : 
sin b = sina : sinf beim Ubergang zu den Langen A, B, C der Dreiecks- 
seiten die Gestalt: 

RAR Teeth : : 

sin —— :sin——= sing: sinf. 

2Ce Ce 

Wenn wir nun die Kugel und die auf ihr herrschenden MaBverhalt- 
nisse von dem Kugelmittelpunkt aus auf eine Ebene projizieren, 
erhalten wir in dieser eine elliptische Geometrie. Sie griindet sich 
auf den nullteiligen Kegelschnitt, der in der Ebene durch den vom 
Mittelpunkt der Kugel ausgehenden isotropen Kegel ausgeschnitten 
wird; hierbei ist die Entfernungskonstante c =7c, und die Winkelkon- 


stante c’ = = Da sich bei dieser Projektion die MaBverhaltnisse der 


Kugel unverandert auf die der Ebene abbilden, mu zwischen den 
Seiten A,B und den gegeniiberliegenden Winkeln «, f eines Dreiecks 
in der betrachteten elliptischen Geometrie ebenfalls die oben abgeleitete 
Beziehung bestehen. 

Was bedeutet diese Tatsache analytisch? Um den fundamentalen 
Kegelschnitt der elliptischen Ebene festzulegen, fiihren wir in der Ebene 
ein projektives Koordinatensystem ein, in bezug auf das der fundamen- 
tale Kegelschnitt (wie auf S. 190) die Gleichung: 


Dan = Xi + ¥3 + 405 03 = XP + 35 — 40? 45 
annimmt. Haben dann die Ecken &, n, € des Dreiecks die Koordinaten 
eet Geet Ue I aC 4 ase Canela aSO) DANGEHE Agape, B gemaB den 
Entfernungs- bzw. Winkelformeln von den &,, 7;, ¢; und c =‘c, ab; 
so ist z. B. (vgl. S. 170): 


E111 + F212 — 407 Esng =F(é,n, C30). 
VG+ 8 — 42 &) i+ 1 — 42m) 
In ahnlicher Weise sind B, «, 6 Funktionen der &,, 7;, ¢;, c: 


B=G(é, 7, ¢;¢), 
i BERG on 
B= g(é, 7, ¢; ¢). 


A = 2ic arccos 


13* 
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Zwischen diesen Funktionen besteht, wie wir oben bewiesen haben, 
fiir alle rein imaginaren Werte c =ic, die Gleichung: 


ord oe : é 
sin 5, P(E, u, 050): sin 5 GE, 9, 0; ec) = sint (é, nm .Gxc) sing (E57, Ge) 
Alle diese Funktionen sind — wie fast samtliche in der Geometrie bei 
der iwiblichen Begrenzung auftretenden Funktionen — analytisch. Ein 
bekannter Satz aus der Theorie der analytischen Funktionen, den 
man als das ,,Prinzip der analytischen Permanenz“ bezeichnet, sagt 
aus, daB eine Gleichung zwischen analytischen Funktionen, die fir 
einen gewissen Bereich der Variabeln gilt, fiir alle Werte der Variabeln 
besteht, sofern die Funktionen fiir diese noch analytisch sind. Daher ist 
unsere letzte Gleichung auch richtig, wenn wir — ohne iibrigens &, , ¢ 
zu verandern — der GroBe c reelle Werte beilegen. Wir fithren nun 
die bekannten hyperbolischen Funktionen Shy und Ch (gesprochen: 
Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus) auf Grund der Rela- 
tionen ein: 


2 4 6 
Chyp= (oP + er?) =<cosipaitoti +e te, 


N= Sy 


3 5 
Sho= (7 —e-*) = —isnip= +t ate. 


3! 
Nach ihrer Definition erftillen diese Funktionen die Gleichung: 
Ch? gp — Sh? yp = cos*igm + sin?ig =1, 


eine Beziehung, von der wir des 6fteren Gebrauch machen werden. 
Nunmehr kénnen wir die obigen Gleichungen fiir reelles c = c, in der 
folgenden Gestalt schreiben: 


1 : : 
PE > &5C,) : Sh—G(E, UB C5 cp) — sinf(&, q; ec) : sing (&, qs 3 Gy) * 
2Cp 2Cy, 


Diese Gleichung aber hat einen einfachen geometrischen Sinn: 
Betrachten wir dasselbe Dreieck &, 1, € wie bisher, definieren aber in der 
projektiven Ebene jetzt eine hyperbolische MaBbestimmung durch Aus- 
zeichnung des ovalen Kegelschnittes: 


62 92 — 402 92 = 92 + 98 — 402? 2 = 0 


und Wahl von c, =c als Entfernungskonstanten, so geben F (&, 77, C; c,), 
G(&, 7, C; cy), £(& 7, C3 er), g(&, 7, 63 &) gerade die GroBen der ent- 
sprechenden Seiten und Winkel des Dreiecks an, gemessen in dieser 
hyperbolischen Geometrie; denn die Entfernungs- und Winkelaus- 
driicke, z. B. der oben fiir F angegebene Ausdruck, gelten ja zu- 
gleich fiir die elliptische und die hyperbolische Geometrie. Mithin ist, 
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wenn jetzt A, B, a, f in der neu eingefithrten hyperbolischen Geometrie 
dieselben Bedeutungen wie friher in der elliptischen haben: 


Cele 6) eye 
2Cp 2C;, 

Dieses Beispiel der Herleitung einer Formel der hyperbolischen 
Trigonometrie wird geniigen, um das bereits am Anfang dieses Para~ 
graphen angegebene Prinzip klarzustellen: Eine Formel der sphé- 
vischen Trigonometrie stellt zugleich eine Formel der elliptischen Tri- 
gonometrie dar; ersetzt man in ihr den Wert 2c, des Radius durch 
die imaginaére Zahl —2ic,, so ergibt sich eine Formel der hyfer- 
bolischen Geometrie. 

Aus der Bedeutung einer solchen Formel ist itbrigens unmittelbar 
die merkwirdige Eigenschaft der Formeln der sphadrischen Trigono- 
metrie ersichtlich, fiir rein imaginare Werte des Radius reell zu bleiben. 
Dies hatte man schon frith bemerkt und daher der gewéhnlichen (reellen) 
spharischen Trigonometrie eine (reelle) ,,pseudospharische“ als die Geo- 
metrie auf emer euklidischen Kugel von imaginarem Radius zur Seite 
gestellt (vgl. S. 285). 
~ Neben dem eben behandelten Sinussatz wollen wir noch einige 
andere trigonometrische Formeln anfiihren: Der ,,Cosinussatz‘‘ der 
spharischen Trigonometrie: 


cos a = cosdcosc + sin b sinc cos & 


lautet in der elliptischen bzw. hyperbolischen Geometrie: 


B G Sa fl brea tan 
cos = cos * COs + sin > sin - COS & , 
2G, 2C, 26, PAG ZiGe 
oe A B C B G 
Ch == (073 -Ch Sh -Sh *COSa. 
ZC, 2C, 2 Cp, 2Ch PAG 


Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit & = i folgt insbesondere als Analogon 
zum pythagoreischen Lehrsatz: ? 


A B 
cos = COs *COs ; 


ZC, Lice 26, 

bzw. A B C 
Ch = . : 

2 Ch 2 Cp 2Ch 


Ferner ergibt sich (im rechtwinkligen Dreieck) entsprechend der 
euklidischen Definition des Sinus: 


: apie eel 
sin § = sin — : sin—— 


De Poy 
bzw. B A 
inp =Sh :Sh ; 
sin pS 2c, aE 
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Uberhaupt erhalt man aus jeder Formel der sphdrischen Trigonometrie 
eine solche der elliptischen bzw. hyperbolischen Trigonometrie, wenn man 
die GroéBen a, b, c durch 4 E : c bzw. ei ; me 5 uc 

Dive Ne Cmaee Ce IE PON PAE 
vend man %, B, y unverdndert zw lassen hat. 

B. Grenziibergang zur euklidischen Geometrie. Die elliptische 
und hyperbolische MaSbestimmung la8t sich durch unbegrenzte Ver- 
groBerung der Konstanten c, bzw. c, kontinuierlich in die eukli- 
dische Geometrie tiberfithren (vgl. S. 190 und 193). Hierbei miissen die 
Formeln der elliptischen und hyperbolischen Trigonometrie in die For- 
meln der euklidischen Trigonometrie ibergehen. In der Tat ergibt sich, 
wenn wir etwa in dem Sinussatz der elliptischen Trigonometrie die auf 
der linken Seite stehenden Sinusfunktionen in Potenzreihen entwickeln: 


A Ae . Ae \.| B Bs Be 
AIZE, adi Loh ele lade 3182? Sloe | 


=sinaw:sinf. 


ersetzt, wah- 


Wenn wir die linke Seite der Gleichung mit 2c, erweitern und dann 
zur Grenze c, = oo ubergehen, erhalten wir in der Tat: 


A:B=sina:sinp. 


Der entsprechende Grenziibergang 1a8t sich auch an den tibrigen For- 
meln, so z. B. an dem Analogon des pythagoreischen Lehrsatzes (S. 197) 
vornehmen. 

C. Formeln fiir Kreisumfang und -inhalt, Auch auf andere als 
rein trigonometrische Formeln laBt sich die in diesem Paragraphen be- 
folgte Methode anwenden, um zu Satzen der elliptischen und hyper- 
bolischen Geometrie zu gelangen. 

Als Beispiel wollen wir zundchst die Formeln fir Umfang und 
Inhalt eines Kreises ableiten. Wir gehen wieder von einer Kugel des 

euklidischen Raumes aus, die den Radius 2c, 

ig besitzen mége, und beschreiben auf ihr einen 
ha Kreis, dessen auf der Kugel gemessener Ra- 

dius gleich y sei, wahrend der im euklidischen 

| Raum gemessene Radius die Lange / besitzen 

] médge (Abb. 128, die einen Schnitt durch den 
Mittelpunkt der Kugel senkrecht zur Ebene 

des betrachteten Kreises darstellt). Dann folgt 


l—26 pon — fiir den Umfang L des Krei- 


Abb. 128. F i : : 
ses ergibt sich somit: L—=4c,sin 


Y 

26, 
Ferner ist der Oberflacheninhalt J der betrachteten Kugelkappe 
J =4%c,-h, wobei h die Héhe der Kugelkappe ist. Es ergibt 
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sich nun: cos —— = i oder h = 4c, sin? _' | Hieraus folgt: 
Ce 2C, 4c, 

J =1620 sin? . 

4C, 

Wenn wir die Kugel in bekannter Weise auf die elliptische Ebene 

mit dem Kriimmungsradius 2c, projizieren, geht unser Kreis in einen 

Kreis mit dem Radius yr der elliptischen Geometrie tiber. In der ellip- 

tischen Geometrie betragen somit der Umfang L und der Inhalt J eines 
Kreises vom Radius r: 


tein Le ; : Y 
L=4nc,-sin—, J=162c?-sin?—. 
2Ce 46, 


Um hieraus fiir die hyperbolische Geometrie zunaichst den Wert 
von L zu erhalten, bedenken wir, daB £ bekanntlich als Grenzwert der 
Umfange der dem Kreis einbeschriebenen regularen »-Ecke definiert ist, 
und daB die Berechnung dieser Umfange in elementarer Weise auf 
trigonometrische Formeln zuriickzufiihren ist. Unser altes Verfahren 
ist daher gestattet: Wir diirfen einfach c, durch —ic, ersetzen und 
erhalten so fiir den Kreisumfang in der hyperbolischen Geometrie den 
Ausdruck: 

Let Ava gut he =) 
2Cp, 


Analog ergibt sich, zunachst formal, fiir den Inhalt: 


Aa 2 pe: 

J =162c)-Sh ren: 

beztiglich der Richtigkeit dieser letzten Formel besteht eine gewisse 
Schwierigkeit: Wir wissen noch gar nicht, wie in der hyperbolischen 
Geometrie der ,,Flacheninhalt“ einer Figur erklart ist. Wahrend diese 
Definition in der elliptischen Geometrie auf Grund des Zusammenhangs 
mit der Geometrie auf der Kugel ohne weiteres médglich ist, werden 
wir eine solche Méglichkeit fiir die hyperbolische Geometrie erst spater 
(im Kapitel X auf differentialgeometrischem Wege) kennen lernen?). 
Infolgedessen sind wir jetzt noch nicht in der Lage, nachzupriifen, ob 


1) Wir werden in Kapitel X, §4 sehen, daB sich (auch fiir c= c,) ein 
Stiick der nichteuklidischen Ebene vom KriimmungsmaSB — Ta kongruent 
auf ein reelles Flachenstiick im euklidischen Raum abbilden la8t, das ebenfalls 
die Krimmung K = — za besitzt; der auf ihm in bekannter Weise definierte 


und analytisch von K abhangende ,,Inhalt“ einer Figur laBt sich nicht nur im 
elliptischen ( > 0), sondern auch im hyperbolischen (K < 0) Fall auf die be- 
treffende nichteuklidische Ebene iibertragen. — Beziiglich einer elementaren 
Definition des Inhaltsbegriffes in der nichteuklidischen Geometrie vgl. man z. B. 
Dehn: Uber den Inhalt sphirischer Dreiecke, Math. Ann. Bd. 60, 1905. 
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der Durchgang durch das Imaginadre in diesem Fall das Richtige ergibt 
(vgl. S. 194). Es laBt sich aber zeigen, daB die spatere Definition die 
eben angewandte SchluBweise gestattet und da daher die Formel fir 
den Kreisinhalt richtig ist. 

Wenn wir wieder die beiden nichteuklidischen MaSbestimmungen in 
die euklidische Geometrie iiberfiihren, indem wir c, bzw. c, unbegrenzt 
groBer werden lassen, erhalten wir aus diesen Formeln den Umfang 
und Inhalt eines euklidischen Kreises. Denn es ist z. B.: 


. La 
L=thm 46, - sin — 


Ce> oO 2 Ce 
lim 42,1 is 
—hm4xc¢, _— 
atin Lleelasi ee 
v v3 
=lim4x{ 7 — a vole ara. 
pe EOE ie. 


In der euklidischen Geometrie ist der Differentialquotient des Kreis- 
inhaltes wv? nach dem Radius gleich dem Umfang 2r des Kreises; 
dieselbe Beziehung besteht auch im Fall der elliptischen und hyper- 
bolischen MaS8bestimmung, wie sich unmittelbar aus den abgeleiteten 
Formeln ergibt. Weiter wollen wir noch hervorheben, da in der ellip- 
tischen Maf{bestimmung Umfang und Inhalt eines Kreises vom Radius 7 
kleiner und in der hyperbolischen MaBbestimmung gr6f8er als der Um- 
fang und Inhalt eines Kreises vom Radius 7 in der euklidischen Geo- 
metrie sind; man kann daher in einem gewissen Sinne sagen: In der 
elliptischen MaS8bestimmung ist um einen Punkt herum weniger und 
in der hyperbolischen MaBbestimmung mehr Platz vorhanden als in 
der euklidischen Geometrie. 


§ 5. Winkelsumme und Inhalt des Dreieckes. 


A. Die elliptische Geometrie. Die elliptische Ebene besitzt einen 
endlichen Flacheninhalt, der, wie sich aus der Beziehung zwischen der 
spharischen und elliptischen Geometrie ergibt, den Wert 8c? besitzt. 
Wir zeichnen nun ein Dreieck, dessen Winkel gleich 4, # und y sein 
mégen (Abb. 129); hierbei sehen 
wir «, 6 und y als absolute 
Gr6oBen der Winkel, d. h. also als 
positive Zahlen an. Der Inhalt 
des Zweiecks, das von den bei- 
den Schenkeln des Winkels  ge- 
bildet wird (in der Abb. 129 schraf- 


fiert), betragt dann A, wenn 4 


a 


den Flacheninhalt der ganzen ellip- 
Abb. 129. tischen Ebene bezeichnet; denn 
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der gesuchte Inhalt des Zweiecks verhalt sich zu dem Inhalt 
der Ebene wie «:a. In genau derselben Weise besitzen die beiden 
Zweiecke, die von den Schenkeln der Winkel f und y gebildet 


werden, die Inhalte By und ”A. Die betrachteten drei Zweiecke 
FA ged 
iiberdecken nun die Ebene im AuBern des Dreiecks gerade einmal, im 


Innern dagegen dreimal. Der Ausdruck “A + p Aton AAO) gibt 
wt MA It 


also den doppelten Inhalt des betrachteten Dreiecks an. Der Inhalt 
eines Dreiecks mit den Winkeln x, PB und y betrigt somit in der ellip- 
tischen Geometrie; 


A 
Pe ee eh Aco EB Ey — a}. 


Da wir nur die absoluten Werte der Winkel und Inhalte betrachtet 
haben, folgt hieraus, daB in der elliptischen Geometrie fiir jedes reelle 
Dreieck der Wert: « + 6 + y — a stets gréBer als Null ist; oder mit 
anderen Worten: Die Winkelsumme eines Dretecks in der elliptischen 
Geometrie ist stets gréBer als a. Der Ausdruck: « +/+ y—a wird 
in der elliptischen wie in der sphiarischen Geometrie als der Exzef 
(d. h. UberschuB) des betreffenden Dreiecks bezeichnet. Damit haben 
wir den Satz erhalten: In der elliptischen Mafbestimmung ist der Flachen- 
inhalt eines Dreiecks gleich dem ExzeB, multipliziert mit dem Quadrat 
des Kriimmungsradius. 

B. Die hyperbolische Geometrie. Wenn wir wie im vorigen Paragra- 
phenc, durch —7c, ersetzen, erhalten wir fiir die hyperbolische Geometrie: 
J=—4G,(*+B+7—2) =4ei(n—a—f—y). 

Bei diesem Ubergang tritt aber wieder die schon beim Kreisinhalt 
genannte Schwierigkeit (S. 199) auf: Wir wissen noch gar nicht, wie 
in der hyperbolischen Geometrie der Inhalt definiert ist und kénnen 
daher auch nicht priifen, ob der Ubergang durch das imaginare Gebiet 
die richtigen Formeln liefert. Man kann aber zeigen, da dieser Uber- 
gang gestattet ist, so daB sich aus der obigen Formel, da der Inhalt 
auch jetzt positiv ist, der SchluB ziehen 1aBt: In der hyperbolischen 
Geometrie ist die Winkelsumme eines Dretecks stets kleiner als x. Der 
dem Inhalt proportionale Ausdruck x — « — # — y wird als der Defekt 
(d. h. das Fehlende) des betreffenden Dreiecks bezeichnet. Ferner 
_ ergibt sich aus der Formel fiir J der Satz, daB in der hyperbolischen 
Geometrie der Inhalt eines Dreiecks den Betrag 4c;,7 nicht tibersteigen kann. 
In einem Dreieck, das diesen Maximalinhalt besitzt, miissen alle Winkel 
gleich Null sein, was nur dann der Fall ist, wenn es dem fundamentalen 
Kegelschnitt der hyperbolischen Geometrie einbeschrieben ist (vgl. 
S. 176); derartige Dreiecke, deren Eckpunkte im Sinn der hyperbolischen 
Geometrie unendlich fern liegen, werden als asymptotisch bezeichnet. 
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Da der Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck in der hyper- 
bolischen Geometrie eine auBerordentlich wichtige Rolle spielt, wollen 
wir fiir ihn noch einen anderen Beweis angeben, der vom Flacheninhalt 
unabhangig ist. Es geniigt zu zeigen, daB fiir ein beliebiges Dreieck, 
dessen Eckpunkte eigentliche Punkte der hyperbolischen Geometrie 
sind, die Beziehung besteht: 

S=sin(a + f+ y)>0. 

Denn dann mu8 die Winkelsumme in einem der unendlich vielen von- 
einander getrennten Bereiche 2n2 <a + B+ y < (2m + 1) liegen, 
wobei ” eine ganze Zahl ist. Da sich aber alle betrachteten Dreiecke 
und somit auch ihre Winkelsummen kontinuierlich ineinander iiber- 
fiihren lassen, kommt (bei der tiblichen Winkelmessung) nur ein ein- 
ziger dieser Bereiche in Betracht, und zwar, wie man sich leicht tber- 
zeugt, der Bereich zwischen 0 und 2, was die zu beweisende Be- 
hauptung ist. 

Es ist nun: 

S=sin(a+/-+ y)=sina cosf cosy + sinf cosa cosy + siny cosa cosf 
— sing sinf siny. 

Wir driicken sinf und siny mit Hilfe des Sinussatzes (S. 197) durch 

sin & aus): 


ngeneiee A perro Alaa 
ShA’ ShA 
und erhalten: 
S = sina -scosf cosy + oe a cosy ++ slaps cos p 
SA ShA 


Sh2 A 
Wir setzen in der Klammer —sin?~ = cos? — 1, so daB dort a, f, 
nur noch unter dem cos auftreten und fiihren nach dem Cosinussatz 
(S. 197) ein: 
ChB -ChC —ChA 


cosa = ShB-ShC 5 cosh = see, cosy =--- 


Dann erhalten wir unmittelbar: 

sin « {(ChA - ChC — ChB) (ChA - ChB — ChC) 
SHA+ShB-ShC + (ChB-ChC — ChA) (ChA-ChB— ChC) 
) 
) 


NE | 
Sins 


S= 
+ (ChB-ChC — ChA) (ChA-ChC — ChB) 
+ (ChB-ChC — ChA)? — Sh®B- Sh2C}. 


Wir setzen in der Klammer: Sh2B = Ch?B —1, Sh?C = Ch?C —1 
und erhalten auf Grund der Identitat: 


1) Die Entfernungskonstante c, kénnen wir ohne Einschrankung der All- 
gemeinheit gleich 3} setzen. 
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(xz — y) (xy — 2) + (yz — x) (xy — 2) + (yz — 4) (42 — 9) 
et yt tye) 
= (a AY a Ae — IN (ey ez = 41), 
die iibersichtliche Formel: 
__ sing : (ChA —1)(ChB — 1)(ChC —1) 
ShA ShA + ShB+ShC 


(ChA + ChB -+ChC +1). 


Aus ihr folgt aber, da fiir x > 0 bekanntlich Shx >0 und Chx >1 
ist, unmittelbar S > 0, was zu beweisen war. 


C. Die euklidische Geometrie: Wahrend in der elliptischen Geo- 
metrie die Winkelsumme gr6Ber als 2, in der hyperbolischen Geometrie 
kleiner als z ist, wird sie in der euklidischen Geometrie gerade gleich z, 
woraus wieder die Mittelstellung der euklidischen Geometrie ersicht- 
lich ist. Die Formel fiir den Dreiecksinhalt wird in dem Grenzfall der 
euklidischen Geometrie unbestimmt, da c, bzw. c, unendlich gro8, der 
ExzeB bzw. Defekt 0 wird. Jedoch kann man durch geschickte Aus- 
‘fiihrung des Grenziibergangs von der nichteuklidischen zu der eu- 
klidischen Inhaltsformel gelangen. 


_ D. Die Verallgemeinerung auf hoéhere Dimensionenzahlen. Die 
-entsprechenden Untersuchungen fiir die dreidimensionalen Geometrien 
fiihren zu einem ganz anderen Ergebnis. Wir betrachten ein Tetraeder 
und definieren seine Eckenwinkel a!, «$, «$, a? und seine Kanten- 
winkel aj, ... aj in der folgenden Weise: Wir schlagen um einen Eck- 
punkt bzw. einen Punkt der Kante eine hinreichend kleine Kugel; 
dann ist die Oberflache des Kugelstiickes, das im Innern des zu messen- 
den Winkels liegt, dividiert durch die ganze Kugeloberflache die ge- 
‘suchte GroBe. So besitzt z. B. eine rechtwinklige Ecke die GréBe +, 
wahrend zwei aufeinander senkrechte Ebenen den Kantenwinkel + 
bilden. Betrachtet man nun im elliptischen Raum die durch die Seiten- 
ebenen eines Tetraeders hervorgerufene Raumeinteilung, welche der 
in Abb. 129 (S. 200) angegebenen Einteilung der Ebene entspricht, so 
ergibt sich bei einer Abzahlung, die der im Fall der Ebene durch- 
gefiihrten analog ist, die Beziehung: 


6 4 
SaaS DoH, 
i=1 i=l 


wahrend das Volumen des Tetraeders sich forthebt. Diese Formel 
laBt sich, da das fiir den zweidimensionalen Fall besprochene 
Ubertragungsprinzip von der elliptischen zur hyperbolischen Geo- 
metrie auch in Mannigfaltigkeiten héherer Dimensionenzahl richtig 
ist, in die hyperbolische und mittels eines Grenziiberganges in 
die euklidische Geometrie iibertragen; da die Entfernungskon- 
‘stante c, in der Formel nicht auftritt, bleibt diese dabei unver- 
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andert?), Analoga zu den Satzen, die in der Ebene den Dreiecksinhalt 
mit dem spharischen Exze8 bzw. hyperbolischen Defekt verbinden, exi- 
stieren also 1m Baa nicht; vielmehr hat die ,,verallgemeinerte Winkel- 


summe“ W = >a aoa in allen Geometrien denselben Wert —1. 
oom 

Es ist von Interesse, za sehen, wie sich diese Satze — wtbrigens. 

ohne Anderung der elementaren Beweismethode — auf die »-dimen- 


sionalen Geometrien verallgemeinern lassen und wie sich dabei der 
zwischen den Fallen » = 2 und = 3 zutage getretene Unterschied 
auBert?). Wir verbinden +1 geeignet liegende Punkte einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit durch alle Hyperebenen, die durch 
je m dieser Punkte hindurchgehen, und nennen dieses Gebilde ein 
,,m-dimensionales Tetraeder“. Bezeichnen o} die entsprechend wie 
oben definierten Winkel an den y-dimensionalen Kanten eines solchen 
Tetraeders, so 1aBt sich, falls n ungerade ist, der soeben fiir = 3 aus- 
gesprochene Satz dahin vevallgemeinern, da8 in allen drei Geometrien. 
fiir die verallgemeinerte Winkelsumme: 


n-2 
W pp? ea ety haa Pa FS veep ae ae 


die Formel: 
n—1 


Wee 
2 


gilt. Ist dagegen n gerade, bezeichnet K, die Oberflache der -dimen- 
sionalen euklidischen Einheitskugel*) und J den Inhalt des betrachteten 
Tetraeders, so lautet in der elliptischen Geometrie mit der Entfernungs- 


1) Die Formel 148t sich in jeder der drei Geometrien, insbesondere auch in 
der euklidischen, am einfachsten dadurch beweisen, da man um jede der vier 
Ecken eine Kugel schlagt, fir die durch die Ecken ausgeschnittenen spharischen 
Dreiecke die Formeln zwischen Exze8 und Dreiecksinhalt aufschreibt und die 
so erhaltenen vier Formeln kombiniert. — Merkwiirdigerweise ist auch in der 
euklidischen Geometrie dieser einfache Satz iiber die Winkelsumme eines Tetra- 
eders fast allgemein unbekannt, obwohl er schon 1783 von de Gua in der Arbeit: 
Propositions neuves, et non moins utiles que curieuses, suy le tétvaédre, Hist. Acad. 
R. des Sc. Paris 1783 (erschienen 1786) bewiesen und von Brianchon in der Ab- 
handlung: Théoréme nouveau sur les polyédres, Journ. de l’Ec. Polyt. Bd. 25, 1837 
auf Polyeder verallgemeinert wurde. 

2) Poincaré: Sur la génévalisation d'un théoreéme élémentaive de Géométrie, 
Cpt. rend., T. 140, 1905. — Dehn: Die Eulersche Formel in Zusammenhang mit dem. 
Inhalt in der Nicht-Euklidischen Geometrie, Math. Ann. Bd. 61, 1905. — Hopf: 
Die Curvatura integra Clifford-Kleinscher Raumformen, Nachr. v. d. Ges. d. Wiss., 
Gottingen, Mathem.-physik. Kl. 1925. 


i ‘ 
ntl a (7 — 4)! n 
3) Es ist LG, = (pracae 2) fiir ungerades n, K, = AS a? fiir ge- 


rades 1; vgl. P. H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie II (Sammlung Schubert 
36), S. 288 ff. 
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konstanten c, die Verallgemeinerung der auf S. 201 fiir » = 2 be- 
wiesenen Formel: 
n — 4) IK 

or jane 


i (2eg" |W 2 


Hieraus folgt durch Grenztibergang c, > oo fiir die euklidische Geo- 
metrie: 
n—1 
2 
und ferner durch die (auch hier erlaubte) Substitution c, = — ic, 
fir die hyperbolische Geometrie: 


I =Heqyw "5 ee 


W= 


- (1) 8a fi el 


Da immer J > 0 ist, mu8 (bei geradem 7) in der elliptischen Geometrie 


n—1 
stets: W > 


sein. In der hyperbolischen Geometrie haben wir 
dagegen zwei Falle zu unterscheiden: Ist 7 von der Form 4m + 2, 


also 5 ungerade, so ist W< 1 ; ist m=—4m, also 5 gerade, so 
Pie 

2 
nm ist die verallgemeinerte Winkelsumme W eines u-dimensionalen 
Tetraeders in der euklidischen Geometrie konstant; in der elliptischen 
Geometrie ‘besitzt sie einen ,,ExzeB‘; in der hyperbolischen Geometrie 
haben wir schlieBlich einen ,,Defekt“‘ oder einen ,,ExzeB“, je nach- 
dem »=4m-+ 2 oder n = 4m ist. 


wird W> Wir erhalten also das Ergebnis: Bei geradem 


§ 6. Die euklidische und die beiden nichteuklidischen 
Geometrien als System der MaSbestimmungen, 
die auf die AuBenwelt passen. 


Zam SchluB dieses Kapitels wollen wir untersuchen, welche von 
den im yorigen Kapitel aufgestellten Mafbestimmungen praktische 
Anwendungen in der uns umgebenden AuSenwelt gestatten. Uber dieses 
Problem existiert eine Fiille sich widersprechender philosophischer und 
andersartiger Literatur. Wir wollen aber im Rahmen unseres Buches 
alle diese philosophischen Erérterungen vermeiden, indem wir das 
gestellte Problem in der folgenden Weise als vein naturwissenschaftlich- 
bhysikalische Fragestellung auffassen. Die Geometrie stellt em Netzwerk 
von Begriffen dar, mit denen sie logisch arbeitet. Die Anregung zur 
Aufstellung dieser Begriffsbildungen geht zwar von der unmittelbaren 
Betrachtung der AuBenwelt aus; wir kénnen aber, wenn wir erst ein- 
mal diese Anregung aufgenommen haben, die Geometrie auf axio- 
matischer Grundlage véllig unabhangig von der uns umgebenden 
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AuBenwelt entwickeln. Die Frage, ob eine bestimmte Geometrie in 
der AuBenwelt gilt, ist gleichbedeutend mit der Frage, ob wir in der Er- 
fahrungswelt sinnlich wahrnehmbare Gegenstande aufweisen kénnen, 
die sich den geometrischen Begriffen derart zuordnen lassen, da alle 
Beziehungen, die zwischen diesen Begriffen existieren, mit hin- 
reichender Genauigkeit wiedergegeben werden. Es handelt sich also 
einfach um die Frage, in welche Netzwerke von Begriffen sich die Er- 
fahrungswelt einspannen 1aBt. 

Im Sinne dieser Auffassung werden wir am besten unter einer 
Geraden den Weg eines hinreichend diinnen Lichtstvahles verstehen, 
der auf seinem Wege keiner stérenden Materie ausgesetzt ist; eine 
Ebene soll von denjenigen Lichtstrahlen beschrieben werden, welche 
von einem Punkte ausgehen und einen anderen nicht durch diesen 
Punkt gehenden Lichtstrahl treffen. Diese Festsetzungen sind aller- 
dings mit Ungenauigkeiten behaftet; so ist z. B. ein Lichtstrahl nie 
eine exakte Gerade, sondern ein raumlich ausgedehntes Lichtbiindel, 
in dem nach den Gesetzen der Physik komplizierte Schwingungen statt- 
finden. Derartige Ungenauigkeiten lassen sich aber in der Erfahrungs- 
welt nie ganz vermeiden; die Auffassung einer Geraden als Lichtstrahl 
ist von den in Betracht kommenden Erklarungen immer noch mit den 
geringsten Fehlerquellen behaftet. 

Wir wissen, da die Lichtstrahlen in einem geniigend kleinen Be- 
reich alle Voraussetzungen tiber die Geraden der projektiven Geometrie 
mit einer fiir unsere Zwecke hinreichenden Genauigkeit erfiillen. Um 
nun weiter zur metrischen Geometrie zu kommen, nehmen wir den 
Begriff des starren Korpers zuhilfe und verlangen, da die Bewegungen 
einer praktisch anwendbaren MaBbestimmung mit den uns wohlbe- 
kannten Bewegungen dieser K6rper in der AuSienwelt ibereinstimmen. 
Nach §1 dieses Kapitels wird diese Forderung au8er von der euklidischen 
Geometrie von der elliptischen und hyperbolischen MaBbestimmung erfillt, 
die hierdurch vor allen iibrigen Mafbestimmungen ausgezeichnet sind. 

Im Anschlu8 hieran entsteht die ebenfalls schon in § 1 gestreifte 
Frage, welche von den drei so ausgesonderten MaSbestimmungen in 
der AuBenwelt giiltig ist. Wir hatten dort (allerdings ohne Begriindung, 
die wir jetzt nachholen wollen) betont, da wir auf diese Frage keine 
Antwort geben kénnen, da alle drei MaBbestimmungen die in der 
Aufenwelt bestehenden Verhaltnisse gleich gut wiedergeben. Oder mit 
anderen Worten: Wir kénnen mit unseren bisherigen Kenntnissen nicht 
entscheiden, ob in der Aufenwelt die elliptische, die euklidische oder die 
hyperbolische Mapbestimmung giiltig ist. 

Diese Behauptung ist von zahlreichen Autoren tebhaft angegriffen 
worden und wird noch immer angegriffen. Meistenteils werden ihr 
philosophische Uberlegungen entgegengesetzt, wie z. B., daB man aus 
der reinen Anschauung a priori wisse, in der Erfahrungswelt kénne es 
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zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt eine und nur 
eine Parallele geben, so daB hier die euklidische Geometrie giltig sein 
miisse. Diesen Einwendungen haben wir von vornherein dadurch die 
Spitze abgebrochen, da wir bei der Anwendung der Geometrie auf 
die Erfahrungswelt von physikalischen Vorstellungen ausgegangen 
sind. Infolgedessen lassen sich diese Fragen nicht. mit Hilfe reiner 
Anschauung, sondern nur durch geeignete physikalische Untersuchungen 
beantworten. 

Da nun die drei in Betracht kommenden Geometrien einen véllig ver- 
schiedenen Aufbau besitzen, erscheint es zunachst méglich, den gesuchten 
Entscheid auf Grund von Messungen in der Erfahrungswelt zu fallen. 
So ist beispielsweise in der elliptischen, euklidischen und hyperbolischen 
Geometrie die Winkelsumme im Dreieck der Reihe nach gréBer, gleich 
und kleiner als 180° (§ 5). Infolge der Unvollkommenheit unserer 
MeBapparate kénnen wir aber nie feststellen, daB die Winkelsumme 
des Dreiecks genau 180° betragt, sondern nur, dai sie etwa zwi- 
schen 179° 59’ und 180° 4’ liegt, ein Ergebnis, das vollig unbestimmt 
laBt, welche der drei Geometrien in der AuBenwelt giiltig ist. Durch 
fortgesetzte Verbesserung unserer Beobachtungsmittel kénnen wir zwar 
das Fehlerintervall unserer Messungen immer weiter einschranken; 
wir werden aber nie einen exakten Wert, sondern stets nur ein, wenn 
auch noch so kleines Intervall erhalten. Da wir nun, wie wir auf S. 190 
gesehen haben, die elliptische und die hyperbolische MaSbestimmung 
beliebig an die euklidische Geometrie annahern kénnen, ergibt sich der 
merkwirdige Satz: Wenn in der Aufenwelt die ewklidische Geometrie 
gilt, Rinnen wir diese Tatsache niemals exakt nachweisen; denn das not- 
wendige Fehlerintervall unserer Messungen la8t in diesem Fall stets 
sowohl die Méglichkeit einer elliptischen, wie auch einer hyperbolischen 
MaBbestimmung zu. Wenn dagegen in dey Aufenwelt eine elliptische 
oder eine hyperbolische Mafbestimmung gilt, wiirden wir diese Tatsache 
mit geniigend genauen Beobachtungsmutteln feststellen kinnen; denn wenn 
wir das Fehlerintervall geniigend herabgedriickt hatten, widen die 
beiden anderen MaBbestimmungen auBerhalb dieses Bereiches liegen. 

Derartige Uberlegungen haben bereits die Entdecker der nicht- 
euklidischen Geometrie (vgl. Kap. X) angestellt. Gawf soll in diesem 
Sinne bei Gelegenheit der von ihm durchgefiihrten Vermessung des 
K6nigreichs Hannover die Winkelsumme des gréBten ihm zur Ver- 
fiigung stehenden Dreiecks Hoher Hagen, Brocken, Inselsberg mdéglichst 
genau ausgemessen haben. Es ist ihm aber nicht gelungen, eine in Be- 
tracht kommende Abweichung von 180° festzustellen). Lobatschefsk1 


1) Fir diese Messungen selbst haben sich im GauB’schen Nachla8 keine Be- 
lege gefunden. Dagegen auBert sich GauB iiber die Moglichkeit einer derartigen 
Messung in einem Brief an Taurinus vom 8. November 1824: ,,Ware die nicht- 
euklidische Geometrie die wahre und jene Konstante in einigem Verhaltnis zu 
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zieht .astronomische Uberlegungen zur Entscheidung dieser Frage 
heran!). Johann Bolyai schlieBlich hat sich mit diesen Lobatschefskij- 
schen Uberlegungen eingehend auseinandergesetzt?). 

Eine genaue Klarstellung dieser Verhaltnisse unter Beriicksichtigung 
neuerer Ergebnisse der Astronomie findet sich in einer sehr interessanten 
Arbeit von Schwarzschild: Uber das zuldssige KriimmungsmaB des 
Raumes®), aus der wir hier einen kurzen Auszug geben wollen. Die Ent- 
fernung eines Fixsternes von der Erde bestimmen wir, indem wir mit 
Hilfe geeigneter astronomischer Messungen den Winkel ermitteln, unter 
dem die Erdbahn von dem Stern aus gesehen erscheint. Diese GréBe, 
die als die Parallaxe des betreffenden Sternes bezeichnet wird, leiten 
wir unter der Voraussetzung der Giiltigkeit der euklidischen Geometrie 
ab. Aus ihr ergibt sich dann unter derselben Voraussetzung leicht die 
gesuchte Entfernung des Sternes von der Erde. Dieses Verfahren ent- 
halt aber eine Willkiir, da wir gar nicht wissen, ob die euklidische 
Hypothese berechtigt ist; etwaige Abweichungen von ihr, die sich bei 
Messungen im Planetensystem noch véllig unserer Beobachtung ent- 
ziehen, kénnen bei Fixsternentfernungen ganz erheblich ins Gewicht 
fallen. Korrekterweise miissen wir daher die Berechnung der Stern- 
entfernungen unter Zugrundelegung einer beliebigen Geometrie durch- 
fiihren und dann erst auf Grund geeigneter Uberlegungen entscheiden, 
welches die richtige Geometrie und somit die wahre Anordnung der 
Sterne ist. 

Wir haben nun auf $.191 und 193 gesehen, daB die verschiedenen in 
Betracht kommenden Geometrien durch die Angabe des Kriimmungsradius 
R= 2c, baw. —27c, eindeutig bestimmt sind; im Falle der euklidischen 
Geometrie wird der Kriimmungsradius unendlich. Es 1a8t sich nun 
leicht zeigen, daf} im Fall einer hyperbolischen Struktur der AuBen- 
welt alle Sterne eine Parallaxe besitzen miuiBten, die gréBer als der Wert 


p= a ist, wobei vy den Radius der Erdbahn bedeutet. Nun gibt es 
LCp 


aber zahlreiche Sterne, deren Parallaxe nach méglichst genauen Mes- 
sungen kleiner als 0,05” ist. Hieraus folgt: Wenn in der Aufenwelt 
eine hyperbolische Geometrie gilt, muB thr Kriimmungsradius (absolut 
genommen) gréfer als vier Millionen Erdbahnradien oder 6 + 10! cm sein. 


solchen GréBen, die im Bereich unserer Messungen auf der Erde oder am Himmel 
liegen, so lieBe sie sich a posteriori ausmitteln.‘‘ (GauB Werke, Bd. X, 2, Stdckel: 
GauB als Geometer, S. 33.) Weitere Mitteilungen finden sich nur in Sartorius von 
Waltershausen: GauB zum GeddchitniB, Leipzig 1856, S. 53 und 81. 

1) Lobatschefskij, Uber die Anfangsgrtinde der Geometrie (russisch geschrieben), 
1829—30; ins Deutsche tibertragen von Engel: Lobatschefskij, Zwei geometrische 
Abhandlungen. Teubner 1898 (vgl. bes. S. 22—24). 

2) Vel. Stdckel: Wolfgang und Johann Bolyai: Geometrische Untersuchungen, 
Erster Teil. Leipzig 1913. S.154—157. 

3) Vierteljahrsschrift der Astronomischen Gesellschaft, 1899, S. 337. 
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Wenn wir dagegen der AuBenwelt eine elliptische Struktur zu- 
schreiben, miissen wir den Raum als endlich und in sich geschlossen 
ansehen; ein Lichtstrahl wiirde eine geschlossene Kurve von der Lange 
z+ R beschreiben. Wenn wir versuchsweise fiir den Krimmungsradius 
R einen kleinen Wert ansetzen, sagen wir etwa 30 000 Erdbahnradien, 
wirde nach den vorliegenden Parallaxenmessungen um die Erde herum 
ein sternarmer Raum liegen, wahrend sich in groBer Entfernung von 
ihr die Sterne auBerordentlich dicht dréngen und zum Teil nur 40 Erd- 
bahnradien voneinander abstehen wiirden. Dann miiSten aber in diesen 
Raumteilen weit haufiger Zusammenst6Be vorkommen, als wir be- 
obachtet haben. Wenn wir demgegeniiber die plausible Annahme 
machen, daB alle Sterne durchschnittlich gleich weit voneinander ent- 
fernt sind, so kommen wir zu einem Kriimmungsradius von 160 Millionen 
Erdbahnradien. Bei einem derartigen Kriimmungsradius wiirde ein 
Lichtstrahl den Weg um die Welt, dessen Lange 2 - R betragt, in etwa 
8000 Jahren zuriicklegen. Wir kénnen nun den Kriimmungsradius noch 
etwas kleiner ansehen, ohne mit irgendwelchen Erfahrungen wie oben 
in Widerspruch zu geraten und somit behaupten: Bez Voraussetzung 
eimer elliptischen Strukiur der Aufenwelt kommen wir in keine Wider- 
spriiche mit den Erfahrungen der Astronomie und der Physik, wenn wir den 
Kriimmungsradius gro fer als 100 Millionen Erdbahnradien oder 1,5-1024cm 
annehmen. 

Gegen die Zulassung einer elliptischen Struktur der AuBenwelt 
scheint sich aber zundchst eine andere Schwierigkeit zu ergeben, Denn 
da das Licht nach einer endlichen Zeit, bei unserer Annahme nach 
rund 8000 Jahren, wieder an seinen Ausgangspunkt zuriickkehrt, 
miSten wir etwa unserer Sonne gegeniiber ein sog. Gegenbild derselben 
sehen. Dieses Bild wiirde an Helligkeit der wirklichen Sonne nicht nach- 
stehen. Zur Veranschaulichung dieser Behauptung wollen wir uns in 
die analogen Verhaltnisse der zweidimensionalen elliptischen Geometrie 
hereindenken, welche wir in gewohn- 
ter Weise auf einer Halbkugel mitein- 
ander diametral zugeordneten Rand- 
punkten wiedergeben. In Abb. 130 
sei S die Sonne und EF die Erde. 
Die Strahlen, die von der Sonne nach 
der uns abgewandten Seite in den 
Weltenraum hinausgehen, Jaufen 
zunachst auseinander, d. h., die 
Helligkeit der Sonne wird von diesen 
Punkten aus gesehen immer geringer. Nach einer bestimmten Zeit 
laufen aber die Strahlen wieder zusammen, so dal} die Helligkeit der 
Sonne gréBer wird. Da nun eine kleine, die Pupille eines Beobachters 
darstellende Flache, welche die von den beiden entgegengesetzten 


Abb, 130. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 14 
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Seiten her nach dem Beobachtungsort gehenden Lichtstrahlen senkrecht 
schneidet, von einem schmalen Biindel divergierender Lichtstrahlen in 
derselben Weise beleuchtet wird, wie von der Seite des Gegenbildes her 
dutch das entsprechende Biindel von konvergierenden Strahlen, muB: 
die Sonne selbst und ihr Gegenhild genau dieselbe Helligkeit besitzen+). 

Um diesen Schwierigkeiten zu entgehen, nimmt Schwarzschild eine 
Absorption des Lichtés 1m Weltenrawm an, die das Licht bei einem Um- 
lauf um die Welt um etwa 40 GréBenklassen schwachen soll. Diese An- 
nahme ist aus physikalischen und astronomischen Grinden durchaus 
plausibel und wiirde geniigen, um das Gegenbild der Sonne unserer 
Beobachtung zu entziehen. Demgegeniiber weist Harzer?) darauf 
hin, daB die Sonne und wir nicht unbeweglich im Raume verharren, 
sondern uns mit einer Geschwindigkeit von etwa 30 km in der Sekunde 
fortbewegen. Wenn das Licht nach 8000 Jahren wieder an der Stelle 
zusammenkaéme, wo seinerzeit die Sonne gestanden hatte, wiirden wir 
also schon sehr weit von diesem Punkte entfernt sein und ihn daher 
nur mit einer Helligkeit von 2,7 GréBenklassen sehen (d. i. etwa die 
Helligkeit des Sirius), wenn wir gar keine Absorption des Lichtes bei 
seinem Umlauf um die Welt annehmen. Dieses Gegenbild der Sonne 
wurde mit derselben Geschwindigkeit wie unser Planetensystem immer 
hinter uns herlaufen. Da nun aber ein solcher Stern bis jetzt nicht auf- 
gefunden ist, nimmt Harzer einen Helligkeitsverlust von 13 GrdBen- 
Klassen bei einem Umlauf um die Welt an, was gentigen wiirde, um das 
Gegenbild der Sonne fiir uns unsichtbar zu machen. 

Alle diese Schliisse sind zwar duBerst interessant, aber sehr un- 
sicher. Dies ist auch ganz natiirlich, da wir erst in neuerer Zeit mit 
unseren Messungen iiber den engen Kreis unseres Planetensystems 
herausgegangen sind. Dabei drangt sich ein Vergleich auf, den Harzer 
gebraucht. Solange die Geodaten auf der Erde nur kleine Flachenstiicke 
ausmessen, kommen sie mit der Annahme, daf die Erde eine Ebene sei, 
nicht in Widerspriiche; wenn man aber an die Ausmessung gréBerer 
Landermassen geht, muB man die Erdoberflache notwendigerweise (in 
zweiter Naherung) als Kugel ansehen. Den friiheren Menschen kam es 
zuerst 4uBerst merkwiirdig vor, dai man an denselben Punkt zuriick- 
kommen sollte, wenn man auf der Erde immer geradeaus geht, eine Vor- 
stellung, die uns heute véllig gelaufig geworden ist. Genau dieselbe Még- 
lichkeit kénnte eintreten, wenn wir von den Messungen im Planeten- 
system zu Messungen im Fixsternsystem ttbergehen. Eine Notwendigkeit 
hierzu entsprechend wie bei den Messungen auf der Erde hat sich aller- 


1) Besonders kraB findet sich dieser Gedanke bei Helmholtz ausgesprochen, 
welcher behauptet, da8 man in der elliptischen Geometrie seinen eigenen Hinterkopf 
vor sich sehen miiBte. 

2) Harzer: Die Sterne und der Raum, Jahresber. der Deutschen Math. Ver., 
Bd. 17, S. 237. 1908. 
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dings bis heute noch nicht ergeben; es ware aber durchaus denkbar, 
dai dieser Moment in absehbarer Zeit eintrate. 

Jedenfalls zeigen uns aber diese Uberlegungen, daB in der AuBen- 
welt die euklidische Geometrie mit so groBer Annaherung erfiillt ist, 
daB wir auf der Evde und im Bereich unseres Planetensystems unbedenklich 
von der euklidischen Hypothese ausgehen kénnen, ohne mit der Evfahrung 
in Widerspriicke zu geraten. Denn um etwa auf einer geraden Linie 
eine zulassige elliptische MaBbstimmung zu konstruieren, miissen wir 
an die gerade Linie einen euklidischen Berithrungskreis von mindestens 
1,5- 1074 cm Jegen und dann die MaBbestimmung dieses Kreises vom 
Mittelpunkt aus auf die Gerade projizieren (vgl. Abb. 109, S. 174); 
dieser Kreis weicht von unserer Geraden aber erst nach 170000 km 
um 1 mm ab! 


Kapitel VIII. 


Besondere Untersuchung der beiden 
nichteuklidischen Geometrien. 


In diesem Kapitel wollen wir die beiden nichteuklidischen Geo- 
metrien, die wir S. 189 aus der groBen Anzahl der médglichen MaB- 
bestimmungen als die (auBer der euklidischen) allein auf die AuBenwelt 
anwendbaren ausgesucht haben, eingehender betrachten. Die euklidische 
Geometrie werden wir nur gelegentlich heranziehen, um ihre als bekannt 
vorausgesetzten Satze mit denen der elliptischen und hyperbolischen 
Geometrie zu vergleichen. In diesen wird uns in erster Linie das reelle 
eigentliche Gebiet interessieren, das ja allein fiir etwaige Anwendungen 
auf den uns umgebenden Raum in Frage kommt; wenn wir uns daritber 
hinaus mit uneigentlichen oder sogar imaginaren Elementen beschaftigen, 
so geschieht es lediglich, um auf dem Umweg iiber sie méglichst bequem 
za Erkenntnissen tiber reelle, eigentliche Gebilde zu gelangen. Es wird 
sich dabei zum Teil nur um eine Zusammenstellung uns bereits be- 
kannter Satze handeln, deren Beweise wir nicht auszufiithren brauchen, 
da viele Dinge, die hierher gehéren, uns bereits von unseren friheren 
Untersuchungen her gelaufig sind. 


§ 1. Die elliptische und die hyperbolische Geometrie 
auf der Geraden. 


A. Die elliptische Gerade. Die Gerade der elliptischen Geometrie ist 
eine geschlossene Linie von der Lange 2c, (vgl.S.171). Die Entfernung 
E (x, y) zweier Punkte x und y ist erstens nur bis auf ganze Vielfache von 
PHO 'zweitens nur bis auf das Vorzeichen bestimmt, so daB zusammen 
mit einer zwischen 0 und 2c, liegenden Zahl a insbesondere auch 
die ebenfalls diesem Intervall angehorige Zahl 2c,% —a die Ent- 


14* 
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fernung angibt. Zu jedem Punkt x gibt es einen und nur einen 
Punkt x, fiir den diese beiden Entfernungszahlen gleich sind; fir 
ihn ist E(x, x) =c,2; das Doppelverhaltnis von x,% und den Fun- 
damentalpunkten ist daher —1, d.h. x und % liegen harmonisch zu 
den Fundamentalpunkten; x und % heiBen zueinander ,,senkrecht‘‘ oder 
orthogonal’ (vgl. S.150). Die arccos-Formel fiir E (S. 169) lehrt, 
daB in diesem Fall 2,, = 0 ist. 

Je 2 Punkte bestimmen zwei Strecken. Jede Strecke besitzt einen 
und nur einen Mittelpunkt. Die beiden Mittelpunkte liegen dabei zu- 
einander senkrecht. Diese Satze kénnen wir, wie alle Eigenschaften 
der elliptischen Geraden, aus der Geometrie des euklidischen Strahlen- 
biischels ibernehmen, indem wir die dort giiltige Metrik durch Pro- 
jektion vom Mittelpunkt des Biischels aus auf die elliptische Gerade 
iibertragen (vgl. Abb. 109, S. 171). Fir spatere Anwendungen miissen 
wir aber noch die Koordinaten der beiden Mittelpunkte berechnen. 
x und y seien die gegebenen Punkte; wir ‘suchen diejenigen Punkte 
Ax + my, far die E(x,d4x + my) =E(Ax + my, y) ist. Diese Forde- 
rung ist, wenn wir die Koordinaten %,, %; v1, Yo von « bzw. y durch 
Multiplikation mit konstanten Faktoren k, bzw. k, so normieren, daB 
Q,¢ =2y, = 1 ist, nach der arccos-Formel S. 169 gleichbedeutend mit 
der Gleichung: 

Qrageny a aie uay y? 

A Qa + BQey = 48 zy ae HQyy 
oder, da Q,, = Qy, = 1 ist: 


(A+ pw) (Qry +1) =0. 


Der zweite Faktor kann nicht verschwinden, da Q,, = -+4 in Verbin- 
dung mit Q,, = Q,, = 1 ergeben wiirde, daB die beiden Anfangspunkte 
zusammenfallen. Also ist 2 =-+ u; die gesuchten Punkte sind mithin 
m=x+y, m'=x—y. Wenn wir die Normierung wieder aufheben, 
erhalten wir, da bei beliebigen x; bzw. y; die normierenden Faktoren: 


Ry = oe und ky = d 


2c0 ie hoa 
sind, den folgenden Satz: Die Mittelpunkte der Strecken, die durch die 
Punkte mit den Koordinaten x; und y; bestimmt sind, besitzen die 
Koordinaten: 


Ginlaee 


Xi a ee mad Sie es 
VOrn Vy Ven. Vey 


_ Die Gruppe der elliptischen starren Transformationen zerfallt in 
zwei einparametrige Scharen: die Bewegungen, die den Richtungs- 
sinn der Geraden unverandert lassen und selbst eine Gruppe bilden, 
und die Umlegungen, die den Richtungssinn umkehren (S. 187). 
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Die Bewegungsgruppe ist der Gruppe der Drehungen eines Kreises iso- 
morph1). Eine Bewegung besitzt keinen Fixpunkt; dagegen besitzt jede 
Umlegung zwei zueinander senkrechte A ‘ 
Fixpunkte, 4 und A’ (Abb. 131), was —2_—_@ 4 2 
der Leser sowohl auf analytischem Abb. 131. 

wie auf geometrischem Wege leicht 

beweisen kann. Die Umlegung kann als ,,Spiegelung’’ an jedem der 
beiden Fixpunkte aufgefaBt werden; denn ist P ein beliebiger Punkt, 
P’ sein Bildpunkt, d. h. der Punkt, in den P bei der Spiegelung 
iibergeht, so sind die Strecken AP und AP’ einander gleich; genau so 
ist auch A’P = A’P’. Ein Beispiel ist bei Zugrundelegung des Punkte- 
paares x; + x; = 0 als Fundamentalgebilde die Transformation: 9 x, = x; , 
0% = —x, mit den Fixpunkten 1,0 und 0,1. 

B. Die hyperbolische Gerade. Die Gerade der hyperbolischen Geome- 
trie ist eine offene (d.h. unberandete, nicht geschlossene) Linie von unend- 
licher Lange; dabei bezeichnen wir als , ,hyperbolische Gerade“ jetzt natiir- 
lich nur das eine der beiden Stiicke, welche durch die Fundamental- 
punkte auf der mit der hyperbolischen MaBbestimmung versehenen 
projektiven (geschlossenen) Geraden bestimmt werden; wir haben es 
zanachst als die Gesamtheit der eigentlichen Punkte willkiirlich von 
der anderen durch die Fundamentalpunkte begrenzten Strecke aus- 
gezeichnet (S. 173). Die (reelle) Entfernung E (x, y) der Punkte x, y ist 
bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Es gibt (im eigentlichen 
Gebiet) keine orthogonalen Punktepaare, da diese durch die Fundamen- 
talpunkte getrennt werden muBten. Zwei Punkte bestimmen eine Strecke. 
Jede Strecke besitzt einen und nur einen Mittelpunkt, der auf ihr liegt. 
Dies beweist man genau so wie in der elliptischen Geometrie; der zweite 
hierbei auftretende Mittelpunkt, der von x und y gleichen Abstand hat, 
ist ein uneigentlicher Punkt, da er zu dem eigentlichen Mittelpunkt 
orthogonal ist. 

Die Gruppe der starren Transformationen des eigentlichen Ge- 
biets in sich zerfallt ebenso wie in der elliptischen Geometrie in zwei 
Scharen (S. 187). Eine Bewegung besitzt keinen, eine Umlegung einen 
Fixpunkt. Die Gruppe ist derjenigen der euklidischen starren Transforma- 
tionen tsomorph; iiberhaupt unterscheiden sich die hyperbolische und 
die euklidische Geometrie auf der (reellen, eigentlichen) Geraden nicht 
wesentlich voneinander; denn man kann diese beiden Geometrien, wie 
sich der Leser iiberlegen mége, punktweise eineindeutig und langen- 
treu aufeinander abbilden. 


1) Zwei Gruppen %, 8 von Substitutionen heiBen isomorph, wenn die 
Substitutionen A,, A,,... von Y den Substitutionen B,, B,,... von B durch 
ein solches Gesetz A,>B;[i=1,2,...] eineindeutig zugeordnet sind, daB aus 
A,,>B, und A,>B, stets 4,A,>B,,B, folgt, d. h. wenn sich die Gruppen hin- 
sichtlich der Zusammensetzungsregeln ihrer Elemente nicht unterscheiden. 
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§ 2. Die elliptische Geometrie der Ebene. 


A. Allgemeines; Dualitat. Der Schauplatz der elliptischen Geometrie 
ist die ganze projektive Ebene; ,,unendlich ferne’‘ Elemente gibt es nicht 
(S. 4148). Dain der projektiven Ebene je zwei Geraden einen Schnittpunkt 
haben, gibt es keine Parallelen. Auf jeder Geraden herrscht die oben 
besprochene elliptische MaBbestimmung, wobei alle Geraden die gleiche 
Lange 2c, besitzen. Alle zu einem Punkt P senkrechten Punkte 
(d. h. die Punkte, welche von P die Entfernung c,z besitzen) bilden eine 
Gerade, die Polare von P in bezug auf den fundamentalen Kegelschnitt 
(S. 178). Da in der elliptischen Geometrie nach S. 184 volle Dualitat 
zwischen Winkel- und Streckenmessung herrscht, wenn man der Ent- 


1 : ; 
fernungskonstanten den Wert — der Winkelkonstanten beilegt, kann 


man hier zu jedem Satz einen dualen Satz bilden, indem man die Be- 
egriffe ,,Punkt“ und ,,Strecke“ mit ,,Gerade“‘ und ,,Winkel“ vertauscht. 


Als Beispiele fithren wir zunachst die folgenden Satze an: 


Die zu einer Geraden # senk- 
rechten Geraden gehen durch den 
Pol P von #. 

Voneinem Punkte A + Pkann 
man ein und nur ein Lot auf p 
fallen, namlich die Verbindungs- 
gerade zwischen A und P. 

Je zwei Geraden haben eine ge- 
meinsame Senkrechte, namlich die 
Polare ihres Schnittpunkts. 


Die zu einem Punkt P senk- 
rechten Punkte liegen auf der Po- 
laren von P. 

Auf einer Geraden a + p gibt 
es eimen und nur einen zu P senk- 
rechten Punkt, namlich den Schnitt 
von a mit #. 

Je zwei Punkte besitzen einen 
zu beiden senkrechten Punkt, nam- 
lich den Pol ihrer Verbindungs- 
geraden. 


Weitere derartige Beispiele werden wir gleich kennen lernen. 


B, Bewegungen. Die starren 
Transformationen bilden eine einzige 
Schar, es gibt nur Bewegungen, keine 
Umlegungen (S. 187). Bei jeder Be- 
wegung bleibt (mindestens) ein Punkt 
fest, die Bewegung ist eine Drehung 
um diesen Punkt (S. 108). Fassen 
wir die Gruppe der Drehungen um 
einen festen Punkt A naher ins 
Auge und fithren wir die Drehungen 
kontinuierlich aus: jeder Punkt 
wandert auf einem ,,Kreis“ um A 
(Abb. 132; der dick gezeichnete 
Kegelschnitt besitzt keine besondere 
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Bedeutung) ; dabei sind die Kreise definiert als die Orte der Punkte festen 
Abstandes von 4; wir haben S.104und 176 gesehen, daB8 sie diejenigen 
Kegelschnitte sind, die das-(nullteilige) Fundamentalgebilde in den- 
selben Punkten berithren wie die von A ausgehenden Tangenten. Zu 
den Kreisen gehdért nach S$. 178 im besonderen die. doppelt zahlende 
Polare a yon A. Diese Tatsache gewinnt jetzt folgende kinematische 
Bedeutung: Bei der betrachteten Wanderung der Punkte ist nach einer 
Drehung um den Winkel z jeder Punkt P in denjenigen Punkt P’ ge- 
langt, der auf der Geraden PA 
so liegt, daB die Strecken PA 
und AP’ einander gleich sind 
(Abb. 133). In dieser Abbildung 
ist angegeben, wie der Punkt P, 
bei der Drehung um z auf einem 
Ellipsenstiick (wenn wir die Ab- 
bildung zur Erlauterung einen 
Augenblick euklidisch auffassen) 
nach P; wandert; entsprechend 
wird P, auf einem Hyperbel- Abb, 133. 

stiick in Pj itberfihrt. Der 

Punkt P,; wandert dagegen auf der Polaren a von A und befindet sich 
nach Ausfiihrung der Drehung wieder in seiner Anfangslage. Ge- 
nau das gleiche gilt auch ftir alle anderen Punkte der Polaren, so 
daB diese bereits nach einer Drehung um z punktweise in sich zuriick- 
gekehrt ist. Wenn wir die Drehung weiterfiihren, haben die Punkte 
der Polaren dieselbe Wanderung noch einmal vorzunehmen, bis nach 
der Drehung um 2z auch die anderen Punkte der Ebene in ihre 
Ausgangslage zuriickgekehrt sind. Die hiernach vorhandene Méglich- 
keit einer Bewegung, die eine Gerade, aber nicht die ganze Ebene, 
punktweise in sich tberfiihrt, hat fiir uns etwas Ungewohntes; in der 
euklidischen, und wie wir sehen werden, auch in der hyperbolischen 
Geometrie besteht diese Moglichkeit nicht; in diesen Geometrien haben 
nur die Spiegelungen, die aber keine stetig aus der Ruhelage zu er- 
zeugenden Bewegungen sind, die analoge Eigenschaft. Und tatsachlich 
hat unsere elliptische Drehung um den Winkel 2 eine groBe Ahnlich- 
keit mit einer Spiegelung: jede Gerade durch A ist namlich in sich 
iibergegangen; dabei haben ihre Punkte sich so vertauscht, da das 
Ergebnis eine Spiegelung dieser Geraden in sich ist, wie wir sie S. 213 
besprochen haben; da8 wir sie jetzt stetig aus der Ruhelage erzeugen 
k6énnen, erklart sich dadurch, da die Punkte wahrend des Bewegungs- 
vorganges die Gerade verlassen diirfen. Wir konnen geradezu unsere 
Drehung um den Winkel als ,,Spiegelung‘‘ bezeichnen und haben uns 
dann nur zu merken, da® in der elliptischen Geometrie der Ebene die 
Spiegelungen eigentliche Bewegungen sind. 
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C. Einige Satze aus der Kreislehre. Die Eigenschaft der Spiege- 
lung, eine und nur eine Gerade punktweise in sich zu titberfithren, wollen 
wir benutzen, um einen einfachen Satz zu beweisen und so an einem 
Beispiel zu sehen, wie das Studium der starren Transformationen ge- 
eignet ist, uns die Kenntnis geometrischer Eigenschaften der Figuren 
zavermitteln. Der Satz lautet: ,, Jede Kreistangente steht aufdem durch . 
ihren Berithrungspunkt laufenden Radius. 
senkrecht.‘‘ Beweis: Bei der Spiegelung 
an der Geraden b, die den Kreismittel- 
punkt M mit dem Berithrungspunkt B 
der Tangente ¢ verbindet (Abb. 134), bleibt 
jeder Punkt von 0 fest; der Kreis um MW 
geht also als Linie konstanten Abstands 
von dem Fixpunkt M, da die Spiegelung 

Abb. 134. langentreu ist, in sich wber. Dasselbe gilt 

von #, da sie die einzige Gerade durch den 

Fixpunkt B ist, die mit dem Kreise keinen weiteren Punkt gemein 
hat. Die beiden von MB und ¢ gebildeten Nebenwinkel vertauschen 


sich, da andernfalls ¢ punktweise fest bliebe, sind also beide gleich , 
w. z. b. w. : 
Auf Grund der genannten Eigenschaft der Kreistangenten ergibt 
sich, daB man die Schar der konzentrischen Kreise um A, ausgehend 
von der Polaren a des Zentrums A in bezug auf den fundamentalen 
Kegelschnitt, auch als die orthogonalen Trajektorien der auf a senkrechten 
Geraden charakterisieren kann. Ferner ergibt sich: Wenn wir auf einer 
Geraden a die Senkrechten errichten (die samtlich durch den Pol A 
von a laufen) und auf jeder 
dieser Senkrechten von @ aus 
die gleiche Strecke s abtra- 
gen (Abb. 135), so erhalten 
wir einen Kreis mit dem Mit- 
telpunkt A. Oder kurz: Die 
Kreise um A sind die Kurven 
konstanten Abstandes von a. 
Hierbei ist folgendes zu be- 


| As Ae XY 
achten: Tragt man auf den 


j aN zu a senkrechten Geraden 


Abb. 135. nach beiden Seiten von @ aus 

die Strecken von der Lange s 

ab, so entstehen nicht zwe: Linien, sondern eine einzige, namlich der 
Kreis um A mit dem Radius ce,” — s, der, wenn wir s immer kleiner 
wahlen, in die doppelt bedeckte Gerade a iibergeht (vgl. Abb. 135). 
Durch die beiden angegebenen Eigenschaften werden in der euklidi- 
schen Geometrie nicht Kreise, sondern die zu a parallelen Geraden defi- 


A 


vA 
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niert. Dieser Unterschied hat in der Geschichte der nichteuklidischen 
Geometrie eine wichtige Rolle gespielt (vgl. S. 273). 

Die Gestalt des in Abb. 135 angegebenen Kreises, der bei kleinem s 
auf beiden Seiten dicht an der Geraden a entlanglauft, setzt die Tat- 
sache in Evidenz, da in der elliptischen Geome- 
trie zwei Kreise vier reelle Schnittpunkte haben 
k6nnen: Man braucht nur zwei gerade Linien a 
und 6 zu betrachten (Abb. 136), um zu sehen, dai 
zwei Kreise um deren Pole A und B mit dem Radius 
¢,% — S$, wobei s geniigend klein ist, sich in der 
Nahe des Schnittpunkts C von a und 6 in vier 
Punkten kreuzen), 

Zum Schluf heben wir noch den Satz hervor: 
Alle Tangenten eines Kreises bilden einen konstan- 
ten Winkel mut einer bestimmten. Geraden a; diese Gerade, die sich als 
ausgearteter Kreis auffassen laBt, ist die Polare des Kreismittelpunk- 
tes A in bezug auf den fundamentalen Kegelschnitt. Derartige ,, Winkel- 
kreise“ hatten wir schon S. 183 bei der Dualisierung der euklidischen 
Geometrie betrachtet; in der elliptischen Geometrie werden die Winkel- 
kreise einfach von den Tangenten der Entfernungskreise gebildet. 

D. Die Kongruenzsatze. Diese etwas verwickelten, auf den Zu- 
sammenhangsverhaltnissen der elliptischen Ebene beruhenden Tat- 
sachen erschweren auch die Formulierung und den Beweis dey Kon- 
gruenzsdtze fiir Dreiecke. Hier hat man zunachst von vornherein zu 
beriicksichtigen, da8 durch drei Punkte infolge der Geschlossenheit 
der Geraden immer vier Dreiecke bestimmt sind. Von ihnen kann man 
aber im allgemeinen — namlich wenn keiner der Eckpunkte zu den beiden 
andern orthogonal ist — dasjenige auszeichnen, dessen Seiten kleiner 
als c,a sind. Dann definiert man: Zwei (ausgezeichnete) Dreiecke sind 
kongruent, wenn man das eine durch eine starre Transformation mit 
dem anderen zur Deckung bringen kann. Nun lassen sich die folgenden 
vier Kongruenzsitze beweisen: 


! 
Abb. 136. 


Zwei Dreiecke sind kon- 
gruent, wenn sie in zwei Seiten und 
dem eingeschlossenen Winkel iiber- 
einstimmen. 

Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie in den drei Seiten iber- 
einstimmen. 


Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie in zwei Winkeln und dem 
beiden gemeinsamen Schenkel 
ubereinstimmen. 

Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie in den drei Winkeln tiber- 
einstimmen. 


Beim Beweis wird man wiederholt ahnliche Betrachtungen wie auf S. 216 
anzustellen haben, als wir den Winkel zwischen Kreistangente und 
1) In der euklidischen Geometrie haben zwei Kreise stets die beiden Kreispunkte 


gemeinsam (vgl. S. 136). Dieser Grund fiir die Tatsache, da8 sich zwei Kreise in 
héchstens zwei reellen Punkten schneiden, fallt in der elliptischen Geometrie fort. 
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Radius untersuchten; stets wird aber Vorsicht geboten sein, da es, 
wie wir S. 217 sahen, evtl. vier Punkte gibt, die von zwei festen Punk- 
ten A bzw. B die gegebenen Abstande « bzw. § haben, und da durch 
zwei Punkte stets zwe: Strecken bestimmt sind. Wir weisen auch 
darauf hin, daB es durch drei Punkte vier Kreise gibt (vgl. S. 220). 
E. Die Schnittpunktsatze im Dreieck!). Das Studium dieser Satze 
ist besonders interessant, weil bei ihnen die Dualitat der elliptischen 
Metrik sehr schén hervortritt. Wir beginnen mit den Sdtzen «ber 


die Winkelhalbterenden und die Sertenmittelpunkte: 


In der elliptischen Geometrie 
laufen die sechs Winkelhalbieren- 
den eines Dreieckes zu je drei in 
vier Punkten zusammen; diese 
Punkte sind dieM7ttelpunkte der vier 
in- und anbeschriebenen Kreise, Die 
sechs Punkte, in denen die Winkel- 
halbierenden eines Dreiecks die 
Dreiecksseiten schneiden, liegen zu 
je dreien auf vier geraden Linien. 


In der elliptischen Geometrie 
liegen die sechs Mittelpunkte der 
Dreiecksseiten zu je dreien auf 
vier geraden Linien; diese Linien 
bestimmen mit den Tangenten 
eines jeden der vier umbeschrie- 
benen Kreise je einen konstanten 
Winkel. Die sechs Seitenhalbieren- 
den gehen zu je dreien durch vier 
Punkte. 


Wir konnen uns beide Satzgruppen an der schematischen Abb. 137 
veranschaulichen, die natiirlich in jedem von beiden Fallen anders auf- 


Abb. 137. MI 


Abb. 138. 


1) Vgl. Coolidge: The elements of non-euclidean geometry, Oxford, Clarendon 
Press, 1909. 
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zufassen ist!). Beim Beweis beschranken wir uns auf die linksstehende 
Satzgruppe, da der Beweis fiir die rechtsstehenden Satze dual verlauft. 
Wir machen das betrachtete Dreieck zum Koordinatendreieck eines projek- 
tiven Koordinatensystems. Die drei Seiten P,P; , P,P, und P,P, des Drei- 
ecks haben dann die Geradenkoordinaten: 1:0:0 bzw. 0:1: 0 und 
0:0:4. Derfundamentale Kegelschnitt habe die Form: > 4 UU, =03 
dann haben nach S. 212 die sechs Winkelhalbierenden die Koordinaten?): 


eh ieee 
Winkel- V%o.2 | %ss 
halbie- | p 2 9 «2c | fa» & Und <, gleich 
rende ‘ Vou Vo +4 oder —1. 
durch { P 
IE Se a Sogn Okey 
Vor oe 


Die hierdurch festgelegten Geraden gehen durch einen Punkt, wenn 
die Determinante des obigen Schemas: 


WSS Ga tisten 


ViqrhasOes 


verschwindet; dies tritt ein, wenn ¢, ¢, €,; = —1 ist, eine Forderung, 
die gerade vier verschiedene Kombinationen zulaBt. Die Koordinaten 
der hierdurch bestimmten Schnittpunkte ergeben sich in der Gestalt: 


1/01 + gO a0 2 a) Xg9, E 1&6 = —1. 


Weiter erhalten wir als Punktkoordinaten der Schnittpunkte; 
welche die Winkelhalbierenden mit den gegeniiberliegenden Seiten be- 
stimmen: 


Schnittpunkte { P2Ps 0: Yo + eV & €, und € 
inkelhal- ae poe pv & 3 


der Seite Per. ‘Ean ee ee oder —1. 


1) Die dick ausgezogenen Linien sind die Dreiecksseiten. Bei den Sétzen 
tiber die Winkelhalbierenden sehen wir die je zwei punktierten Linien durch die 
Eckpunkte als Winkelhalbierende, die vier schwarzen Punkte als Mittelpunkte 
der in- und anbeschriebenen Kreise, die sechs Punktkreise als Schnittpunkte der 
Winkelhalbierenden mit den Dreiecksseiten und die vier gestrichelten Geraden als 
deren Verbindungslinien an. Bei den Sétzen wiber die Seitenmittelpunkte sind die 
sechs Punktkreise als Seitenmittelpunkte, die vier gestrichelten Geraden als deren 
Verbindungslinien, die sechs punktierten Geraden als Seitenhalbierende und die 
vier schwarzen Punkte als deren Schnittpunkte anzusehen. 

*) Der S. 212 angegebene Beweis fiir die Mittelpunkte einer Strecke laBt sich 
ohne Anderung des Wortlautes auf héhere Dimensionenzahlen verallgemeinern. 
Durch Dualisierung ergibt sich dann der entsprechende Beweis fiir die Halbierenden 
eines Winkels. 
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Eine gleiche Determinantenbetrachtung wie oben ergibt, daB je drei 
dieser Punkte auf einer Geraden liegen. 

Wir wollen hervorheben, da sich diese Satze bei geeigneter Be- 
nutzung der ,,unendlich fernen‘‘ Elemente in die euklidische Geometrie 
iibertragen lassen). So haben wir z. B. bei dem Satz itber die Seiten- 
halbierenden den unendlich fernen Punkt einer Dreiecksseite als den 
zweiten Mittelpunkt aufzu- 
fassen (Abb. 139). Diese Uber- 
legung gibt uns ein schénes 
Beispiel dafiir, wie die dua- 
len Satze der elliptischen 
Geometrie beim Ubergang 
zur euklidischen Geometrie 
in Trimmer fallen. (Die 
angegebenen Siatze sind tib- 
rigens auch in der hyperbo- 
lischen Geometrie  erfillt, 
wenn wir die uneigentlichen 

s Elemente in unsere Betrach- 

Abb. 139. tungen einbeziehen.) Wir 

wollen ferner darauf hinwei- 

sen, daB sich eine besonders regelmaBige Figur ergibt, wenn wir aus 
Abb. 137 die drei Dreiecksseiten fortlassen (Abb. 138). Dann gehen 
namlich durch jeden der hervorgehobenen Schnittpunkte drei gerade 
Linien, wahrend umgekehrt auf jeder geraden Linie drei Schnittpunkte 
liegen. Eine derartige Figur wird als ebene Konfiguration bezeichnet. 

Weiter fithren wir den Satz tiber die Mittelsenkrechten und sewn. 
duales Analogon an, welche sich auf demselben Wege wie die Satze 
iiber die Winkelhalbierenden und die Seitenmittelpunkte beweisen 
lassen: 


In der elliptischen Geometrie 
laufen die Senkrechten auf den 
sechs Seitenmittelpunkten zu je 
dreien in vier Punkten zusammen; 
diese Punkte besitzen von jedem 
der drei Eckpunkte dieselbe Ent- 
fernung, sind also Mittelpunkte der 
vier umbeschniebenen Kreise. 


In der elliptischen Geometrie 
| liegen die sechs Punkte, die auf den 
Winkelhalbierenden orthogonal zu 
| dem zugehorigen Eckpunkt sind, 


| : . . sos 
| zu je dreien auf vier geraden Linien ; 


| diese Linien bestimmen mit allen 
drei Geraden des Dreieckes die- 
| selben Winkel. 


Der Héhensatz der euklidischen Geometrie tibertragt sich folgen- 


dermafen: 


1) Vgl. auch die Aufsatze von Schiilke in der Zeitschrift fir math. und 
naturwiss. Unterricht aller Schulgattungen 1923, S. 201 und 1926, S. 12. 


Die hyperbolische Geometrie der Ebene. 221 


In einem Dreieck der ellip- In einem Dreieck der ellip- 
tischen Geometrie, in der kein | tischen Geometrie, in dem keine 
Eckpunkt Pol der gegentiberliegen- | Seite Polare des gegentiberliegen- 
den Seite ist, schneiden sich die | den Punktes ist, liegen die drei 
drei Héhen in einem einzigen | Punkte, die auf den Seiten des 
Punkt. | Dreieckes zu den gegeniiberliegen- 
den Eckpunkten orthogonal sind, 
| auf einer geraden Linie. 


F. AbschlieBende Bemerkungen. Das bequemste Hilfsmittel zur 
Untersuchung der Verhaltnisse in der elliptischen Geometrie der Ebene 
dirfte in der S. 148 u. ff. ausfithrlich besprochenen Beziehung zu der 
uns wohlbekannten Geometrie auf der Kugeloberflaiche bestehen; wir 
haben, um es noch einmal zu wiederholen, nur je zwei diametrale 
Punkte der Kugel miteinander zu identifizieren, um ein kongruentes 
Bild der elliptischen Ebene zu erhalten. Wir erinnern in diesem Zu- 
sammenhang an die Satze, die sich in § 4 des siebten Kapitels durch 
Benutzung dieser Beziehung ergeben haben. Weiter heben wir noch 
das auf S. 201 gefundene Resultat hervor, da in der elliptischen Geo- 
metrie die Winkelsumme im Dreieck stets > ist, ein Satz, der histo- 
risch wie prinzipiell von der gré8ten Wichtigkeit fiir die nichteukl- 
dische Geometrie ist (vgl. S. 274). 


§ 3. Die hyperbolische Geometrie der Ebene. 


A. Allgemeines; Parallelen, Wahrend die elliptische und hyper- 
bolische Geometrie im Imaginaren identisch sind (vgl. etwa S. 173), zeigen 
sie im Reellen wichtige und interessante Unterschiede. Dabei liegen in 
der hyperbolischen Geometrie die Verhaltnisse in mancher Hinsicht ein- 
facher, da — im Gegensatz zur elliptischen Geometrie, die sich in der 
ganzen, kompliziert zusammenhangenden projektiven Ebene abspielt — 
das ergentliche Gebiet der hyperbolischen Geometrie, also das Innere 
der ovalen Fundamentalkurve, denselben einfachen Zusammenhang be- 
sitzt wie die Ebene der euklidischen Geometrie. Jedoch bringt anderer- 
seits der Umstand, da wir hier nur einen Teil der Ebene als eigent- 
lich zu betrachten haben, einige Komplikationen mit sich, da er zahl- 
reiche Fallunterscheidungen nétig macht, die sich durch die ganze 
hyperbolische Geometrie hinziehen, wahrend sie in der elliptischen 
Geometrie nicht auftreten!). Wir beginnen sogleich mit der wichtigsten 
hierher gehorigen Frage nach dem Schnittpunkt zweier Geraden. Es 
sind drei Falle zu unterscheiden: Der Schnittpunkt der beiden Geraden, 
der ja in der projektiven Ebene jedenfalls irgendwo vorhanden sein muB, 


1) Auch insofern ist die elliptische Geometrie einfacher, als in der (reellen) 
hyperbolischen Metrik das Dualitatsprinzip nicht giiltig ist (vgl. S. 185). 
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liegt entweder im Innern oder im AuBern des fundamentalen Kegelschnitts 
oder auf diesem selbst. Im ersten Fall haben die Geraden vom Standpunkt 
der eigentlichen reellen hyperbolischen Geometrie aus einen, im zweiten 
Fall keinen gemeinsamen Punkt. Im dritten Fall haben sie einen in der 
vorliegenden Mafbestimmung als ,,wnendlich fern’ zu bezeichnenden 
Punkt gemein ; wir nennen sie daher parallel; der Winkel zwischen ihnen 
ist O (s.S 176). Gegeniiber der euklidischen Geometrie treten also die in 
Fall 2 gekennzeichneten Geradenpaare neu 
hinzu. Aber auch im dritten Fall besteht ein 
wesentlicher Unterschied von der euklidi- 
schen Geometrie: Zu einer Geraden g gibt es 
durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt P 
stets zwet Parallelen (Abb. 140). Sie sind, 
analog den euklidischen Parallelen, die Grenz- 
lagen der durch P gehenden, g schneiden- 
den Geraden. Die in Abb. 140 mit & bezeich- 
neten Winkel, welche, wie man leicht erkennt, 
gleich gro sind, werden Parallelenwinkel 
genannt. Ihre Gré8e kénnen wir leicht berechnen. Denn im recht- 
winkligen Dreieck der Abb. 140 ist, wie nach S. 198 durch Vergleich mit 
dem entsprechenden Satz der spharischen Trigonometrie folgt: 


Abb. 140. 


Pe cosp 
: : 2c, sinn’ 
oder da hier £ = 0 ist: flee os 
: 4 
sina = 
Ch p 
2Cp, 


Der Parallelenwinkel « ist also (auBer von der gegebenen Konstanten c,) 
nur noch abhangig von dem Abstand # des Punktes P von der Geraden g. 
Dieser Satz hat in der Geschichte der nichteuklidischen Geometrie eine 
wichtige Rolle gespielt. 

B, Uber senkrechte Gerade. Eine etwas gréBere Ubereinstimmung 
mit der euklidischen Geometrie als in bezug auf Paare paralleler Geraden 
finden wir in bezug auf Paare senkrechter Geraden. Als senkrecht haben 
wir, wie im elliptischen Fall, zwei Geraden zu bezeichnen, von denen jede 
durch den Pol der anderen geht). Daraus ist ersichtlich: Auf einer 
Geraden 14Bt sich in jedem Punkt eine Senkrechte errichten; zwei 
auf einer Geraden errichtete Senkrechte schneiden sich nicht; von 
jedem Punkt l4Bt sich ein und nur ein Lot aut eine feste Gerade fallen; 
der FuBpunkt des Lotes ist dabei ebenfalls eigentlich, da er von dem 
im AuBern der Kurve liegenden Pol der Geraden durch die Funda- 
mentalkurve (harmonisch) getrennt wird. 


1) Die beiden Geraden der Abb. 32, S. 56, stehen also im Sinne der durch 
den Kegelschnitt definierten MaB8bestimmung aufeinander senkrecht. 
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Jedoch gibt es auch hier Unterschiede von der euklidischen, 
Geometrie: Zwei sich nicht schneidende Geraden haben genau eine, 
gemeinsame Senkrechte, namlich die Polare ihres uneigentlichen gemein- 
samen Punktes (Abb. 141; in ihr ist die Polare als Verbindungsgerade 
der Pole der beiden gegebenen Geraden konstruiert, um die Uberein- 
stimmung mit den beiden nebenstehenden Abbildungen hervorzuheben). 
Auf zwei Parallelen und ferner zwei sich schneidenden Geraden 
steht dagegen keine (eigentliche) Gerade gleichzeitig senkrecht1); im 


Abb. 144. Abb. 145. Abb 146, 


ersten Fall wird namlich die Polare des Schnittpunktes zur Tangente 
an den fundamentalen Kegelschnitt (Abb. 142), wahrend sie im zweiten 
Falle auBerhalb des Kegelschnittes verlauft (Abb. 143). 

Mit der Frage nach einer gemeinsamen Senkrechten hingt die nach 
dem ktirvzesten Abstand zweier sich nicht im eigentlichen Gebiet schneiden- 
den Geraden zusammen; sind diese nicht parallel, so haben sie, wie sich 
leicht zeigen la8t, einen kiirzesten Abstand, und zwar wird dieser 
gerade durch die auf beiden senkrecht stehenden Strecke erreicht; 


1) In den Alteren (elementargeometrischen) Lehrbiichern der hyperbolischen 
Geometrie, die von der Darstellung in der projektiven Ebene keinen Gebrauch 
machen, werden deshalb die drei Arten der Geradenpaare folgendermaen klassifi- 
ziert: 1. sich schneidende Gerade, 2. parallele Gerade, 3. Gerade mit gemeinsamer 
Senkrechten. 
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dagegen nimmt, wenn man auf einer Geraden in einer Richtung lauft, 
die Entfernung von einer Parallelen, die durch den zu dieser Richtung 
gehérigen unendlich fernen Punkt geht, monoton ab und nahert 
sich asymptotisch dem Wert 0, wieder durchaus im Gegensatz zum 
euklidischen Fall. SchlieBlich sei noch folgende uns ebenfalls un- 
gewohnte Tatsache erwahnt: Die senkrechte Projektion einer Geraden g, 
auf eine Gerade gy besitzt nur dann eine unendliche Lange, wenn g, 
und g, parallel sind; und auch in diesem Fall ist die Projektion 
eines der Halbstrahlen, in die g, durch einen beliebigen Punkt P zerlegt 
wird, stets endlich lang; der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den 
Abb. 144—146. 


C, Die Umlegungen. Wir gehen zu den starren Transformationen 
tiber; sie zerfallen nach S. 187 in zwei Scharen: die Bewegungen und 
die Umlegungen. Unter letzteren, die wir vorweg kurz betrachten, 
sind am wichtigsten die Spzregelungen; 
’ bei einer solchen bleibt ein im AuSern 
der Kurve gelegener Punkt P sowie seine 
Polare #, die Achse der Spiegelung, 
punktweise fest, und jeder Punkt A wird 
mit demjenigen Punkt A’ vertauscht, der 
auf der Geraden PA durch P und # von 
A harmonisch getrennt liegt; dann steht 

Abb. 147. AA’ auf # senkrecht und die Strecken Ap 

und A’# sind einander gleich. Damit diirfte 

der Name ,,Spiegelung™ hinlanglich gerechtfertigt sein. Daf sie, ent- 

gegen dem elliptischen Fall, sich nicht stetig und reell aus der Ruhe- 

lage erzeugen laBt, ist geometrisch daraus zu ersehen, da die Funda- 

mentalkurve bei einer Spiegelung ihren Umlaufsinn umkehrt. Jede 

Umlegung kann als Zusammensetzung einer Spiegelung mit einer Be- 

wegung aufgefaBt werden. Die Zusammensetzung zweler Spiegelungen 

ist eine Bewegung; es ist gelegentlich von Nutzen, die Untersuchung 
einer Bewegung auf die von Spiegelungen zuriickzufihren. 


D. Die Bewegungen; ihre Klassifikation nach Fixelementen ; 
die Kreise. Zum naheren Studium der Bewegungen ist es zweck- 
maBig, diese (wie schon S.107) nach ihren Fixelementen zu klassi- 
fizieren. Es gibt entweder 

4. im Innern einen festen Punkt, im AuBern eine feste Gerade 
(die Polare des Fixpunkts), auf der Kurve ein festes konjugiert imagi- 
naires Punktepaar (Abb. 148); oder 

2. im Innern eine feste Gerade, im AuBern einen festen Punkt 
(ihren Pol), auf der Kurve ein festes reelles Punktepaar (Abb. 149) ; oder 

3, einen samt seiner Tangente fest bleibenden, doppelt zahlenden 
festen Punkt auf der Kurve, im iibrigen kein Fixelement (Abb. 150). 
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Sehen wir uns zunichst, 
wenn ein Punkt P im Innern 
gegeben ist, die ganze Gruppe 
der P fest lassenden, zu 1. ge- 
horigen Bewegungen an: sie be- 
steht aus den Drehungen um 
P, jeder Kreis um P, d. h. jede 
Kurve konstanten Abstands von 
P, wird in sich transformiert; 
die Gestalt dieser Kreisschar ist 
S.105 ausfithrlich geschildert 
worden"); sie bedeckt die eigent- 
liche hyperbolische Ebene ge- 
nau so, wie eine Schar konzen- 
trischer Kreise in der euklidi- 
schen Geometrie deren Ebene 
bedeckt, und twberhaupt unter- 
scheiden diese Drehungen sich 
nicht im geringsten von den 
euklidischen Drehungen. 

Auch im Fall 2 haben wir 
eine einparametrige Gruppe vor 
uns. Bei ihr wandern die Punkte 
auf den Hyperzyklen mit 
dem (uneigentlichen) Zentrum P 
(S.178), oder, um nur von eigent- 
lichen Elementen zu reden, auf 
den ,,Abstandslinien“ der in sich 
bewegten Geraden p; die Hyper- 
zyklen um P sind namlich zu- 


gleich die Linien konstanten Ab- - 


standes von der Polaren p des 
Punktes P, was man wie in der 
elliptischen Geometrie beweist, 
und ebenso sind sie die ortho- 
gonalen Trajektorien der auf p 
senkrechten Geraden. Ein Un- 
terschied vom elliptischen Fall 
besteht insofern, als jetzt die 
Punkte, die von # den festen 
Abstand a haben, zwei Linien 
bilden; denn ein Hyperzyklus 


Abb, 150. 


1) An dieser Stelle interessiert uns nur der Verlauf der Kreise im Innern 


des fundamentalen Kegelschnittes. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 


us) 


226  Besondere Untersuchung der beiden nichteuklidischen Geometrien. 


ist zwar fiir uns AuBenstehende ein geschlossener Kegelschnitt, fir den 
Bewohner der hyperbolischen Ebene aber zerfallt er in zwei getrennte 
offene Linien, da er zwei unendlich ferne Punkte besitzt. Die hier 
betrachteten Bewegungen besitzen eine groBe Ahnlichkeit mit Parallel- 
verschiebungen in der euklidischen Geometrie, nur sind die Bahn- 
kurven bis auf eine einzige Ausnahme nicht gerade, sondern krumme 
Linien. Ein volliges Analogon zu den euklidischen Parallelverschiebungen 
gibt es nicht. 

In dem Grenzfall 3, bei welchem der Fixpunkt der Bewegung auf 
der Fundamentalkurve liegt, wollen wir von vornherein auf einen 
nicht ganz fernliegenden Irrtum hinweisen: Wahrend es in den 
beiden vorigen Fallen wegen der Invarianz jeder (reellen oder imagi- 
naren) Entfernung gegenitber Bewegungen selbstverstandlich war, daB 
jeder Kreis um den Fixpunkt in sich tibergeht, ist es jetzt nicht sicher, 
ob nicht ein Kreis mit dem einen unendlich fernen Mittelpunkt P 
(S. 177), d.h. ein die Fundamentalkurve in P vierpunktig berithrender 
Kegelschnitt, in einen anderen derartigen Horozyklus transformiert 
werden kann, da deren Radien sémtlich unendlich groB sind. Und in 
der Tat: unter den P festlassenden Bewegungen sind ja auch solche, die 
noch einen zweiten Punkt Q auf der Kurve und mithin die ganze Ge- 
rade PQ in sich tiberfithren, also Bewegungen, die zu unserem Fall 2 
gehoren und gewib jeden zu P gehdrigen Horozyklus aus seiner Anfangs- 
lage verschieben. Um die Drehungen der betrachteten Horozyklen in sich. 
zu erhalten, haben wir aus der Gruppe aller P festlassenden Bewegungen ~ 
die Untergruppe der zu Fall 3 gehdrigen Transformationen heraus- 
zagreifen, bei denen also P der eimzige Fixpunkt auf der Kurve ist. 
DaB bei ihnen wirklich jeder Horozyklus mit dem Zentrum P in sich 
iibergeht, erkennt man am einfachsten daraus, da sich jede dieser 
Transformationen aus zwei Spiegelungen an durch P gehenden Achsen, 
zusammensetzen la8t!); bei jeder solchen Spiegelung ist aber jeder 
unserer Horozyklen sein eigenes Bild, da sein von P verschiedener 
Schnittpunkt mit der Achse fest bleibt. 

Wahrend also die Bewegungsgruppen mit einem festen Punkt P von 
einem Parameter abhangen, falls P im Innern oder im Aufern der Fun- 
damentalkurve liegt, hangen sie in dem Grenzfall, in dem P selbst Kurven- 
punkt ist, von zwei Parametern ab. Diese Erhohung der Parameterzahl ist 
uns nichts Neues: die Stvahlenbiischel durch P erleiden namlich im ersten 
und zweiten Fall elliptische bzw. hyperbolische Transformationen mit 
dem Tangentenpaar als Fundamentalgebilde; in dem Grenzfall bilden 
die festbleibenden Strahlen des Biischels die doppeli zahlende Tangente 


1) Sind namlich A, A’ zwei von P verschiedene Punkte der Fundamental- 
kurve, so gibt es sowohl genau eine nur P festlassende und A in A’ iiberfiihrende 
Bewegung dieser Kurve in sich, als auch genau eine durch zwei Spiegelungen der 
geschilderten Art zu erzeugende Kollineation, die dies bewirkt. 
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in P, die Transformationen des Biischels entsprechen den euklidischen 
Bewegungen einer Geraden mit EinschluB der Abhnlichkeitstransforma- 
tionen; von diesen liefern aber nur die starren euklidischen Bewegun- 
gen des Biischels Transformationen der Fundamentalkurve in sich, bei 
denen P der emzige Fixpunkt ist. Man macht sich diese Verhaltnisse 
am besten klar, wenn man die Kollineationen der Kurve in sich durch 
lineare Substitutionen einer reellen Veradnderlichen 4 ausdriickt (vgl. 
S. 99); gehért dann P zu dem Parameterwert A = oo, so hat man aus 
der Gruppe aller Substitutionen 2= ad’ +5, die auBer P noch je 


einen zu A = ee gehorigen Punkt festhalten, die durch a=1 ge- 
—a 


gebene Untergruppe herauszugreifen. 

E. AbschlieBende Bemerkungen. Auf eine Reihe weiterer Lehr- 
satze, die sich analog wie in der elliptischen Geometrie beweisen lassen, 
wollen wir nur kurz eingehen. Auch in der hyperbolischen Geometrie 
k6nnen zwei Kreise vier Schnittpunkte haben, wie man an dem Beispiel 
zweier Hyperzyklen sieht, die Abstandslinien zweier sich schneidender 
Geraden sind; ist jedoch von den beiden Kreisen keiner Hyperzyklus, 
so schneiden sie sich héchstens in zwei Punkten. Dies folgt aus der 
Tatsache, daB bei einem eigentlichen Kreis oder einem Grenzkreis 
die Mittelsenkrechte einer Sehne stets durch den Mittelpunkt geht, 
wie der Leser vermittels einer Spiegelung an dem vom Mittelpunkt auf 
die Sehne gefallten Lot selbst beweisen mége. Die Beweise der Kon- 
gruenzsaétze sind nun leicht, da, wie schon S. 221 erwahnt, gewisse 
in der elliptischen Ebene vorhandene Schwierigkeiten fortfallen. Auch 
jetzt gilt der Kongruenzsatz, da zwei Dreiecke mit gleichen Winkeln 
kongruent sind. Die Schnittpunktsatze im Dreieck lassen sich ebenfalls 
in die hyperbolische Geometrie iibertragen; nur werden die be- 
trachteten Elemente zum Teil uneigentlich. Zum Schlu8 wollen wir 
noch auf einen wichtigen Gegensatz zur elliptischen und zur euklidischen 
Geometrie hinweisen: Wahrend dort die Winkelsumme im Dreieck >z 
bzw. = a ist, muB sie in der hyperbolischen Geometrie stets <z sein 
(S. 201). Insbesondere gibt es hier Dreiecke mit beliebig kleiner Winkel- 
summe; denn in einem asymptotischen Dreieck mit paarweise paral- 
lelen Seiten (S. 201) sind alle Winkel 0, so daB die Winkelsumme eines 
eigentlichen Dreiecks beliebig klein wird, wenn wir nur die Seiten ge- 
niigend lang wahlen. 


§ 4. Die Theorie der Kurven zweiten Grades in den ebenen 
nichteuklidischen Geometrien’. 

Die einzigen Gebilde, die wir bisher in den nichteuklidischen 

Ebenen betrachtet haben, sind Punkte, Geraden und Kreise. Wir 


1) Vgl. Coolidge: The elements of non-euclidean geometry, Oxford, Clarendon 
Press, 1909. 
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wollen noch kurz auf die nachst einfachen Gebilde, namlich die Kurven 
zweiter Ordnung, eingehen. 

Wir definieren ein Gebilde zweiter Ordnung unabhangig von der 
zugrunde gelegten MafSbestimmung durch die Forderung, da die pro- 
jektiven Koordinaten seiner Punkte eine homogene Gleichung zweiten 
Grades erfiillen sollen. Statt dessen lassen sich auch geeignete geo- 
metrische Definitionen angeben. 

Wir beginnen mit der Einteilung der Kurven zweiter Ordnung in 
den drei Geometrien, wobei wir voraussetzen, daB die Kurve nicht in 
ein Geradenpaar oder eine doppelt zahlende Gerade ausartet. Diese 
Klassifizierung wird mit Hilfe der WeierstraBschen Elementarteiler- 
theorie durchgefiihrt. Wir wollen uns auf die anschauliche Wieder- 
gabe des Resultates beschranken, wobei wir in Klammern die Punkte 
und Tangenten der betreffenden Kurve angeben, die zugleich dem 
Fundamentalgebilde angehéren. 


In der elliptischen Geometrie gibt es nur zwei Arten von Kurven 
zweiter Ordnung: 

1. Ellipse (vier imaginaére Punkte, vier imaginare Tangenten). 

2. Kreis (je zweimal zwei zusammenfallende imaginare Punkte 
und Tangenten). 


Die Einteilung in der euklidischen Geometrie ergibt vier verschie- 
dene Arten!): 


1. Hyperbel (zweimal zwei zusammenfallende reelle Punkte und 
vier imaginare Tangenten). 

2. Ellipse (zweimal zwei zusammenfallende imaginaéare Punkte und 
vier imaginare Tangenten). 

3. Parabel (je vier zusammenfallende reelle Punkte und Tan- 
genten). 

4. Kreis (je zweimal zwei zusammenfallende imaginére Punkte 
und Tangenten). 


In der hyperbolischen Geometrie erhalten wir 11 verschiedene 
Arten?), die in Abb. 151 bis 161 angegeben sind; dabei ist der immer 
gleich groBe Kreis (wenn wir die Abb. zur Erklarung einen Moment eukli- 
disch auffassen) als fundamentales Gebilde gewahlt. 

Nach dieser Aufstellung lassen sich die Kurven zweiter Ordnung 
in den beiden nichteuklidischen Geometrien in drei verschiedene Klassen 
einteilen : 


1) Wir erinnern daran, da die unendlich ferne Gerade doppelt zdhlt, so 
daB jeder ihrer Schnittpunkte mit der betrachteten Kurve die Multiplizitat 
2 oder 4 besitzen muB. 

*) Es werden nur die Kegelschnitte aufgefiihrt, die wenigstens zum Teil 
eigentliche Punkte enthalten. 
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x 
Abb. 154. Abb. 152. Abb. 153. 
1. Konvexe Hyperbel (vier reelle 2. Konkave Hyperbel (vier reelle 3. Semi-Hyperbel (zwei reelle und 
Punkte, vier imaginare Tan- Punkte, vier reelle Tangenten). zwei imaginare Punkte bzw. Tan- 
genten). genten). 


Abb. 154. Abb. 155. Abb. 156. 
4. Ellipse (vier imaginare Punkte 5. Konkave hyperbolische Parabel 6. Konvexe hyperbolische Parabel 
und vier imaginare Tangenten). (zwei zusammenfallende und zwei (zwei zusammenfallende und zwei 
verschiedene reelle Punkte bzw. verschiedene reelle Punkte; zwei 
Tangenten). zusammenfallende und zwei ver- 


schiedene imaginare Tangenten), 


Abb. 157. _ Abb. 158. Abb. 159. 
7. Elliptische Parabel (zwei zu- 8. Oskulierende Parabel (drei zu- 9. Kreis mit Mittelpunkt im Au- 
sammenfallende und zwei imagi- sammenfallende Punkte bzw. Bern des fundamentalen Kegel- 
nare Punkte bzw. Tangenten). Tangenten und ein reeller Punkt schnitts (zweimal zwei zusam- 
bzw. eine reelle Tangente). menfallende reelle Schnittpunkte 


bzw. Tangenten), 


Abb. 160. Abb, 161. 

: 10. Kreis mit Muttelbunkt im 11. Kreis mit Mittelpunkt auf 
Innern des fundamentalen Kegel- dem Rande des fundamentalen 
schnittes (zweimal zwei zusam- Kegelschnitts (vier zusammen- 
menfallende imaginaére Schnitt- fallende reelle Schnittpunkte bzw. 


punkte bzw. Tangenten). Tangenten), 
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A. Die Kurven mit vier verschiedenen fundamentalen Punkten 
und Tangenten. Diese werden als zentrische Kegelschmitte bezeichnet, 
weil sie, wie wir gleich sehen werden, bestimmte Mzttelpunkte besitzen. 

B. Die Kurven, welche entweder zwei zusammenfallende und zwei 
verschiedene oder drei zusammenfallende fundamentale Punkte bzw. 
Tangenten besitzen. Diese Gebilde bezeichnet man als Parabeln. 

C. Die Kurven, welche entweder zweimal je zwei oder vier zusam- 
menfallende fundamentale Punkte bzw. Tangenten besitzen. Diese 
Gebilde, die als Kyvetse bezeichnet werden, besitzen ebenfalls einen 
Mittelpunkt, sind aber auSerdem noch durch weitere Symmetrie- 
eigenschaften ausgezeichnet. (Wir rechnen sie micht zu den_,,zen- 
trischen“‘ Kegelschnitten.) 

Im folgenden wollen wir einige Satze aus der Theorie der zen- 
trischen Kegelschnitte angeben, da wir bei diesen besonders einfache 
Verhaltnisse antreffen. Wir beschranken uns also in der elliptischen 
Geometrie auf die Ellipse und in der hyperbolischen Geometrie auf die 
konvexe Hyperbel, die konkave Hyperbel, die Semi-Hyperbel und die 
Ellipse. Fir die Theorie dieser Kegelschnitte ist der Satz grundlegend, 
da8 der betrachtete Kegelschnitt und die fundamentale Kurve stets ein- 
deutig ein Dreteck bestimmen, das in bezug auf beide Kurven Polar- 
dreieck ist. Die Durchfiihrung der Realitaétsbetrachtungen ergibt, daB 
dieses Polardreieck in der elliptischen Geometrie stets reell ist; in der 
hyperbolischen Geometrie ist es im Fall der konvexen und konkaven 
Hyperbel ebenfalls reell, wahrend es im Fall der Semihyperbel zum Teil 
imaginaér wird. In dem Koordinatensystem, das sich auf das Polardrei- 
eck griindet, nehmen die Gleichungen des fundamentalen Kegelschnittes 
bzw. der zentrischen Kurve zweiter Ordnung die einfachen Formen an; 


yy X] + gg X3 + Ogg 3 = 0; Gg +O bzw. yy x} + bap 43+ b3g%3=0; 0,40. 


Nunmehr betrachten wir die folgenden zueinander dualen Satze: 


In der elliptischen und hy- 
perbolischen Geometrie sind die 
Eckpunkte des Polardreiecks, das 
ein zentrischer Kegelschnitt mit 
der fundamentalen Kurve ge- 
meinsam hat, die Mittelpunkte des 
zentrischen Kegelschnittes. Jeder 
derartige Mittelpunkt halbiert alle 
Strecken, welche die durch ihn 
laufenden Geraden mit dem Kegel- 
schnitt bestimmen; der zugehorige 
zweite Mittelpunkt liegt stets auf 
der gegeniiberliegenden Seite des 
Polardreieckes. 


In der elliptischen und hy- 
perbolischen Geometrie sind die 
Seiten des Polardreiecks, das ein 
zentrischer Kegelschnitt mit der 
fundamentalen Kurve gemeinsam 
hat, die Achsen des zentrischen Kegel- 
schnittes. Jede derartige Achse hal- 
biert den Winkel, welche die von 
einem auf ihm gelegenen Punkt 
an die Kegelschnitte gezogenen 
Tangenten bilden; die zugehérige 
zweiteWinkelhalbierende geht stets 
durch die gegeniiberliegende Ecke 
des Polardreiecks. 
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Den Beweis wollen wir nur fiir den linken Satz fiihren. Eine 
Gerade durch den Eckpunkt 1:0:0 des Polardreiecks besitzt die 
Gleichung x, : x; = 4. Die beiden Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt 
011%} + bo9%3 + b33%, = 0 haben die Koordinaten: 


6 i I ie + = (A2Bo9 + bys) : AVo,4 : Vou 


Vai Vat V3 = —V— (A? dag + bys) : Abu : Vou» 
wobei die Wurzeln tiberall positiv anzusetzen sind. Die Mittelpunkte 
der Strecke x, y haben aber nach S, 212 die Koordinaten: 


Os lom-2ih,—= 0:42:74 und 27 (/2b,, +b.) 20:6=14:0:0, 
da in diesem Fall 2,, = Q,, ist. Diese Punkte haben aber gerade 
die Lage, die in dem aufgestellten Satz behauptet wird. 

Zur Veranschaulichung der beiden betrachteten Satze haben wir 
in Abb. 162 als fundamentales Gebilde einen Kreis gewahlt (wir fassen 
die Abbildung zur Erklarung einen Moment euklidisch auf) und als 
zentrischen Kegelschnitt eine 
konkave Hyperbel. Das gemein- 
same Polardreieck besteht aus 
den beiden aufeinander senk- 
recht stehenden Geraden der 
Abb. 162 und der (fiir den 
euklidischen Standpunkt) un- 
endlich fernen Geraden. Von 
den Mittelpunkten liegt nur 
einer im Innern des fundamen- 
talen Kegelschnitts, die bei- 
den andern sind uneigentliche Abb. 162. phi Saal crac igg ein Ne drei Achsen 
Punkte. In derselben Weise 
besitzen auch die konvexe Hyperbel und die Ellipse der hyperbolischen 
Geometrie nur einen einzigen eigentlichen Mittelpunkt. In der ellipti- 
schen Geometrie sind dagegen alle drei Mittelpunkte eigentliche Punkte. 

Weiter wollen wir darauf aufmerksam machen, da8 ein Mittel- 
punkt und die gegeniiberliegende Achse im Verhaltnis von Pol und 
Polare in bezug auf den fundamentalen Kegelschnitt stehen; alle 
Punkte einer Achse sind also orthogonal zu dem gegentiberliegenden Mittel- 
punkt. : 

In der euklidischen Geometrie lassen sich die Brennpunkte eines 
Kegelschnitts als die Schnittpunkte der beiden Tangentenpaare defi- 
nieren, die sich von den beiden Kreispunkten aus an den Kegelschnitt 
legen lassen. Diese Tangenten bestimmen vier Schnittpunkte, von 
denen aber nur zwei reell sind; die beiden imaginaren Schnittpunkte 
bleiben bei elementaren Betrachtungen unberiicksichtigt. Wir werden 
somit auf die beiden folgenden Definitionen gefihrt: 


und: 
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Ein zentrischer Kegelschnitt 
der elliptischen und _ hyperboli- 
schen Geometrie bestimmt mit 
dem fundamentalen Gebilde vier 
Tangenten. Die sechs Schnitt- 
punkte dieser vier Tangenten 
werden als Brennpunkte bezeich- 
net (Abb. 163). 


Abb. 163. Die sechs Brennpunkte 


Ein zentrischer Kegelschnitt 
der elliptischen und _ hyperbo- 
lischen Geometrie bestimmt mit 
dem fundamentalen Gebilde vier 
Schnittpunkte. Die sechs Ver- 
bindungslinien dieser vier Schnitt- 
punkte werden als Brennlinien be- 


zeichnet (Abb. 164). 


und die sechs Brennlinien 


Abb. 164. 


einer konkaven Hyperbel. 


Weiter wollen wir noch die folgenden Satze ohne Beweis anfithren: 


In der elliptischen und hy- 
perbolischen Geometrie liegen auf 
jeder Achse eines zentrischen 
Kegelschnittes zwei Brennpunkte. 


In der elliptischen und der 
hyperbolischen Geometrie ist die 
Entfernungssumme reeller Punkte 
einer Ellipse von zwei reellen 
Brennpunkten, die auf derselben 
Achse liegen, konstant. 


In der hyperbolischen Geo- 
metrie ist die Entfernungsdiffe- 
renz reeller Punkte jeder der drei 
Hyperbeln von zwei reellen Brenn- 
punkten, die auf derselben Achse 
liegen, konstant. 


In der elliptischen und hy- 
perbolischen Geometrie gehen 
durch jeden Mittelpunkt eines 
zentrischen Kegelschnittes zwei 
Brennlinien. 

In der elliptischen bzw. hy- 
perbolischen Geometrie ist die 
Winkelsumme, welche eine reelle 
Tangente einer Ellipse oder kon- 
vexen Hyperbel mit zwei reellen 
Brennlinien durch  denselben 
| Mittelpunkt bestimmt, konstant. 

In der hyperbolischen Geo- 
metrie ist die Winkeldifferenz, 
welche eine reelle Tangente einer 
konkaven Hyperbel oder einer Semi- 
hyperbel mit zwei reellen Brenn- 
| linien durch denselben Mittel- 
punkt bestimmt, konstant. 
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§ 5. Die elliptische Geometrie des Raumes. 


A. Allgemeines, Die raumliche elliptische Geometrie ahnelt in man- 
chen Punkten der ebenen elliptischen Geometrie so sehr, daB wir tiber 
einiges schnell hinweggehen kénnen. Es sind dies z. B. die Satze tiber das 
Fallen von Loten; nur ist die Polare eines Punktes jetzt eine Ebene. 
Auch das Aussehen einer Schar konzentrischer Kugeln ist dem einer 
entsprechenden Kreisschar in der Ebene ganz analog: die den 
Mittelpunkt umschlieBenden Kugeln nahern sich mit wachsendem 
Radius der Polarebene des Punktes und iiberdecken sie schlieBlich 
doppelt; die Polarebene ist dabei selbst als Kugel vom Radius c,x auf- 
zufassen. Die Gruppe der Drehungen, die jede Kugel dieser Schar in 
sich iberfiihrt, sieht ganz so aus wie eine euklidische Drehungsgruppe; 
denn die Substitutionen in x, %2, %3, welche die Form x; + x5 + x5 
in sich transformieren, stellen, wenn wir %,, %., x, als rechtwinklige 
Parallelkoordinaten deuten, die euklidischen Drehungen um den Punkt 
0, 0, O dar, wahrend dieselben Substitutionen, wenn wir %,: %_: %3: %4 
als projektive Koordinaten auffassen, die elliptischen Drehungen um 
den Punkt 0:0:0:41 wiedergeben; das fundamentale Gebilde besitzt 
dabei die Gleichung x{+ x3 -+ x3 ++ x1 = 0. In der Tat ist klar, daB 
die Substitutionen, welche die erste Gleichung in sich tiberfthren, die- 
selbe Eigenschaft auch bei der zweiten Gleichung besitzen miissen, 
wenn wir sie durch die Substitution x, = x, erganzen. 

Ein Unterschied von dem ebenen Fall ist die Existenz von Um- 
legungen (vgl. S. 187); insbesondere sind die (analog wie S. 215 zu de- 
finierenden) Spiegelungen jetzt keine Bewegungen. 

B. Die Cliffordschen Parallelen und Schiebungen. Ein wichtiger 
Umstand zeichnet die elliptische Geometrie des Raumes vor den beiden 
ebenen nichteuklidischen Geometrien und auch vor der raumlichen hyper- 
bolischen Geometrie aus. Er betrifft das Auftreten einer bestimmten Art 
paralleley Geraden. Zwar ist es in der hyperbolischen Geometrie méglich, 
Parallelismus zwischen reellen Geraden dadurch zu definieren, daS man 
zwei durch denselben Punkt des Fundamentalgebildes laufende Ge- 
raden parallel nennt (vgl. S. 222), aber bei dieser Definition geht die 
schénste Eigenschaft der euklidischen Parallelen verloren. Diese Eigen- 
schaft, deren Vorhandensein den Aufbau der euklidischen Geometrie 
so auBerordentlich einfach gestaltet, besteht darin, daf es Bewegungen 
des Raumes — Parallelverschiebungen — gibt, welche alle Geraden einer 
gegebenen Parallelenschar gleichzeitig im sich verschieben. In der ellip- 
tischen Geometrie des Raumes ist nun eine Definition des Parallelismus 
moglich, die ebenfalls diese wichtige Eigenschaft besitzt. 

Wir kniipfen an § 3 des dritten Kapitels an. Danach kann jede (reelle) 
Bewegung im elliptischen Raum als Resultat zweier eindeutig bestimmter 
(reeller) Schiebungen aufgefaBt werden, von denen die eine eine Schiebung 
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4. Art, die andere eine Schiebung 2. Art ist!). Dabei ist als Schiebung 
1. (2.) Art eine Bewegung definiert, bei der jede Gerade der 2. (4.) Erzeugen- 
denschar der nullteiligen Fundamentalflache in sich transformiert wird, 
wahrend in der 1. (2.) Schar zwei konjugiert imaginare Geraden festbleiben, 
und zwar punktweise. Diese beiden imaginaren Geraden bestimmen eine 
lineare Kongruenz von reellen Geraden, d.h. durch jeden reellen Punkt 
des Raumes geht genau eine reelle Gerade, welche die beiden Fixgeraden 
schneidet; jede dieser reellen Geraden geht daher bei der Schiebung 
in sich iiber. Simtliche Schiebungen einer derartigen Geradenkongruenz 
in sich bilden eine stetige Schar, die der Gruppe der Parallelverschiebun- 
gen des euklidischen Raumes in einer festen Richtung auf erordentlich 
ahnelt. Auf diese Analogie hat zuerst der junge englische Mathema- 
tiker Clifford 1873 in einer Versammlung der British Association hin- 
gewiesen; die Geraden einer solchen ausgezeichneten Kongruenz wer- 
den daher als Cliffordsche Parallelen und die zugeh6rigen Schiebungen 
als Cliffordsche Schiebungen bezeichnet. Man nennt dabei zwei Geraden 
Parallelen ,,14. oder 2. Art‘‘, je nachdem die beiden sie treffenden, 
konjugiert imaginéren Erzeugen- 
den der Fundamentalflache zu der 
ersten oder zweiten Erzeugenden- 
schar gehoren, je nachdem also langs 
den beiden Parallelen eine Schie- 
bung 1. oder 2. Art méglich ist. Um 
die Cliffordsche Parallele erster 
(zweiter) Art zu einer Geraden a 
durch einen Punkt P zu erhalten, 
bestimmen wir also die beiden 
Schnittpunkte S und S’ von a mit 
der Fundamentalflache (Abb. 165) 
und suchen die beiden Erzeugenden 
der 4. (2.) Schar auf, welche durch S 
Abb. 165. und S’ gehen. Die gesuchte Parallele 
istdann eindeutig als diejenige Gerade 
durch P bestimmt, welche diese beiden Erzeugenden 1. (2.) Art trifft. 
Es gibt also im allgemeinen durch einen Punkt P zu einer Geraden a zwer 
Cliffordsche Parallelen; \ediglich wenn P auf der konjugierten Polaren 
a’ von a liegt (das ware in Abb. 165 die Gerade, welche den Schnitt- 
punkt von g, und gj mit dem von g; und gy verbindet), fallen die 
Parallelen durch P zusammen, namlich in die Gerade a’. Weiter folgt aus 
der angegebenen Konstruktion unmittelbar, daB eine Cliffordsche Paral- 
lele zu einer Gervaden a nie in einer Ebene mit a liegt, sondern stets wind- 
schief zu dieser Geraden ist. 


1) Die beiden Arten von Schiebungen sind védllig gleichberechtigt. Thre 
Numerierung ist willkirlich. 
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Es seien nun a, b zwei Parallelen 14. Art und A, B zwei Punkte auf 
ihnen, die durch die Strecke o verbunden seien (Abb. 166); wir fiihren 
kontinuierlich eine Schiebung 1. Art aus, wobei A und B die Strecken & 
und f bis zu den Punkten A’ und B’ durchlaufen médgen und o in die 
Strecke o’ iibergehe; dann sind o und o’ gleich lang. Da die Punkte, 
in denen die 6 enthaltende Gerade s die Fundamentalflache schneidet, 
auf Erzeugenden der zweiten Schar wandern, 
ist ferner die o’ enthaltende Gerade s’ parallel 
zas nach der 2. Art. Fihren wir nun anderer- 
seits die Schiebung 2. Art langs s aus, so daB 
“A in B tibergeht, so muB die Strecke a’, 
in die © iibergeht, einmal mit ihren Endpunkten 
auf s und s’ liegen und ferner Parallele 1. Art 
zu a sein, also 6 angehdéren; es muB also a’ 
mit / zusammenfallen und somit auch « und f 
gleich lang sein. Ferner ergibt sich aus der Ausfiihrbarkeit der beiden 
Schiebungen, daB je zwei Winkel unseres Vierecks ABB’A’, die an 
einer Seite anliegen, sich zu # erganzen; denn die in Abb. 166 an- 
gegebenen Winkel kommen bei der Schiebung 2. Art zur Deckung und 
sind somit kongruent. Das betrachtete Viereck hat also alle Eigen- 
schaften eines Parallelogramms der euklidischen Geometrie: je zwei Ge- 
genseiten sind gleich lang und parallel (aber wohlgemerkt: das eine Paar 
ist parallel von der 1., das andere von der 2. Art); je zwei benachbarte 
Winkel ergiénzen sich zu a, die ganze Winkelsumme ist daher 22. 
Der wesentliche Unterschied von dem euklidischen Fall besteht darin, 
da das Cliffordsche Parallelogramm nicht eben ist. Jedenfalls zeigt es 
besonders deutlich die Berechtigung unserer Bezeichnung ,,Paral- 
lelismus*. 

Aus der eben bewiesenen Gleichung « = f folgt ferner, daf bei 
einer Schiebung die Verschiebungsstrecke ftir alle Punkte des Raumes 
gleich lang ist — ganz wie in der euklidischen Geometrie. Eine weitere 
Analogie ergibt sich folgendermafen: In unserem Parallelogramm 
A B B’'A' konnten wir von vornherein den Winkel bei A als einen 
rechten wadhlen; dann ist, wie wir bewiesen haben, auch der Win- 
kel bei B ein rechter; daraus folgt: Zwei Cliffordsche Parallelen 
haben im allgemeinen oot gemeinsame Senkrechte. Wir konnen, 
wenn wir unter dem Abstand eines Punktes von einer Geraden 
die Lange des Lotes verstehen, auch sagen: Zwei Cliffordsche Paral- 
lelen haben konstanten Abstand voneinander. Eine besondere Rolle 
spielen dabei Paare konjugierter Polaren, die ja stets parallel sind; 
die sémtlichen oo? sie schneidenden Geraden sind gemeinsame Senk- 
rechte, und jeder Punkt der einen hat von jedem Punkt der an- 
dern die Entfernung c,a. Der Leser wolle sich selbst klarmachen, 
da8 zwei nichtparallele Geraden stets genau zwei gemeinsame Senk- 


Abb. 166. 


236 Besondere Untersuchung der beiden nichteuklidischen Geometrien. 


rechte besitzen!), so da man in bezug auf gemeinsame Senkrechte drei 
Falle von Geradenpaaren zu unterscheiden hat: 1. nichtparallele Geraden, 
2. parallele, aber nichtkonjugierte Geraden, 3. konjugierte Polaren. 

SchlieBlich erwaéhnen wir noch folgende wichtige Tatsachen, die 
sich unmittelbar aus den Definitionen ergeben. Es gibt stets genau 
je eine Schiebung 1. und 2. Art, die einen gegebenen Punkt in einen 
zweiten gegebenen Punkt viberfiihrt. Eine Schiebung hat keinen Fixpunkt. 
Die Zusammensetzung zweier Schiebungen gleicher Art ergibt wieder eine 
Schiebung derselben Art. 

Es bereitet keine Schwierigkeit, die Cliffordschen Parallelen 
durch Formeln festzulegen. Mit ihrer Hilfe lassen sich dann die 
betrachteten Geraden auch im imaginaren Gebiet definieren. Da 
die elliptische und hyperbolische Geometrie im imaginaren Gebiet 
miteinander identisch sind — die Unterschiede zwischen ihnen tre- 
ten ja erst bei Beriicksichtigung der Realitatsverhaltnisse her- 
vor —, sind hiermit die Cliffordschen Parallelen auch in der hyper- 
bolischen Geometrie festgelegt. Allerdings sind hier die Cliffordschen 
Parallelen zu reellen Geraden stets imaginaér. Wahrend also die ge- 
wohnlichen Parallelen zu einer reellen Geraden, d. h. diejenigen Geraden, 
die denselben unendlich fernen Punkt besitzen, in der hyperbolischen Geo- 
metrie reell sein kénnen, in der elliptischen Geometrie dagegen imaginar 
sind, finden wir, daB umgekehrt die Cliffordschen Parallelen zu reellen 
Geraden in der elliptischen Geometrie reell sein kGnnen und in der hyper- 
bolischen Geometrie imaginaér sind. Wenn wir die elliptische oder die 
hyperbolische Geometrie kontinuierlich in die euklidische Geometrie 
ubergehen lassen, werden beide Arten von Parallelen in die euklidischen 
Parallelen iiberfiihrt; in den letzteren sind somit die Eigenschaften der 
beiden betrachteten Arten von Parallelen miteinander vereinigt. Da wir 
uns im allgemeinen auf die reellen Verhaltnisse beschranken (vgl. S. 46), 
spielen die gewohnlichen Parallelen nur in der hyperbolischen Geometrie, 
die Cliffordschen Parallelen dagegen in der elliptischen Geometrie eine 
Rolle. Beide Geometrien lassen sich synthetisch auf die Theorie dieser 
Parallelen aufbauen?). 


1) Die beiden nicht parallelen Geraden seien a und }b, ihre konjugierten 
Polaren a’ und 6b’. Wir betrachten die ringartige Flache, auf welcher die Schar 
der a, b und a’ treffenden Geraden liegt. Diese Flache wird durch 0’ in zwei Punk- 
ten geschnitten; die durch sie hindurchgehenden Geraden der betrachteten Schar 
miissen dann die gesuchten Senkrechten sein. Diese Senkrechten sind dabei reell, 
da fiir die Punkte der beiden Geraden a und 6 zwei Extremwerte des Abstandes 
auftreten miissen, durch welche die beiden Senkrechten als reelle Geraden bestimmt 
werden. 

*) Hilbert: Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen (d. h. hyper- 
bolischen) Geometvie, Math. Abh. Bd. 57. 1903; wieder abgedruckt in Hilbert: 
Grundlagen der Geometrie, Anhang III. — Vogt: Synthetische Theorie der 
Cliffordschen Parallelen und dey linearen Linienérter des elliptischen Raumes, Habili- 
tationsschrift Karlsruhe 1909. 
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C. Beliebige Bewegungen, insbesondere Rotationen. Betrachten 
" wir nun eine allgemeine Bewegung %, die keine Schiebung ist; sie setzt 
sich (vgl. S. 143 und 115) aus einer Schiebung ©, 1. Art lings einer 
Parallelenschar A, und einer Schiebung ©, 2. Art langs einer Parallelen- 
schar A, zusammen. Zu A, bzw. A, gehdren die Erzeugendenpaare 
fi, g, bzw. go, gy der Fundamentalflache b 

(Abb. 167). Die beiden reellen Diagonalen 6 und 
c des von gy, £;, 82, & gebildeten raumlichen 
Vierseits sind konjugierte Polaren und ge- 
héren beide sowohl zu A, wie zu A,. Sie 
sind, da g,, gi, 2, & die einzigen Fixgera- 
den auf der Flache sind, die einzigen reel- 
len Geraden, die bei der Bewegung in sich viber- 
gehen. Wir nennen sie die ,,Achsen‘ der Be- 
wegung. 

Falls es einen reellen Fixpunkt gibt, so 
mu er auf einer der Achsen liegen. Denn 
wie kann ein Fixpunkt P zustande kommen? 
P wird durch ©, langs der durch ihn gehen- 
den Geraden der Kongruenz A, in einen Punkt 
P, verschoben; bei G, muB8 P, lings der- 
selben Geraden wieder nach P zuriickgebracht 
werden; d.h. aber: die zu A, und A, gehorigen Geraden durch P 
fallen zusammen, P liegt also auf einer Achse. Da diese nun drei Fix- 
punkte besitzt, muB sie punktweise festbleiben, die Bewegung ist eine 
Rotation um sie, denn jede zu ihr senkrechte Ebene geht in sich iiber, 
und in jeder dieser Ebenen ist die Bewegung eine Drehung um den 
Schnittpunkt mit der Drehungsachse; die zweite Achse, die allen die- 
sen Ebenen angehort, geht dabei in sich iiber, aber — das wissen wir 
aus der elliptischen Geometrie der Ebene (S. 215) — nur dann punkt- 
weise, wenn der Drehungswinkel ein Vielfaches von z ist. Fassen wir 
das Ergebnis zusammen: Jede Bewegung, die keine Schiebung ist, 
besttzt zwei zueinander polare Achsen; sie sind die einzigen Geraden, 
die im sich tibergehen. Gibt es einen Fixpunkt, so bleibt eine Achse 
punktweise fest, und es legt eine Rotation wm diese Achse vor; ist 
der Rotationswinkel x, so ist auch die zweite Achse punktweise in sich 
tibergegangen, und man kann dasselbe Resultat auch durch eine Rotation 
um diese erzielen. 

Wie jede Bewegung 148t sich auch eine Rotation aus zwei Schie- 
bungen zusammensetzen. Es gilt der Satz: Eine Rotation kommt dann 
und nux dann zustande, wenn die Schiebungsstrecken der beiden Schie- 
bungen,' in die sich die Bewegung zerlegen laft, gleich lang sind. 
DaB zwei Schiebungen ©, und ©, mit gleich langen Verschiebungs- 
strecken stets eine Rotation erzeugen, ergibt sich dabei folgender- 
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maBen. Wenn die Behauptung nicht erfiillt ware, miBte jede der 
beiden Schiebungen ©, und ©, jede der beiden Achsen in derselben 
Richtung um das gleiche Stiick verschieben (denn einmal ist bei einer 
Schiebung nach S. 235 die Schiebungsstrecke fiir alle Punkte des Raumes 
gleich lang; andererseits miiBte jede der beiden Schiebungen jede Achse 
in der gleichen Richtung verschieben, weil sonst die Zusammensetzung 
sicher eine Rotation ergeben wiirde). Die Zusammensetzung von ©, 
und der Umkehrung G,! von G, 
miuBte somit beide Achsen punkt- 
weise festlassen, so daB die Bewegung 
% = ©, S;1 eine Rotation um 2 sein 
wiirde. Das ist aber unméglich, da 
sich die angegebene Bewegung stetig 
mit der Schiebungsstrecke von ©, 
andert. 

Die Bewegungen ohne Fixpunkt, 
welche keine Schiebungen sind, haben 
wir als Schraubungen bezeichnet 
boa pe se ce (S. 124). Die zweiparametrige Gruppe 
aller Bewegungen mit zwei festen 
Achsen fiihrt jede der schon friher 
(S. 119) betrachteten ringartigen Fla- 
chen, die mit der Fundamentalflache 

Abb. 168. das zu diesen Achsen!) gehérige Tan- 

gentialtetraeder gemeinsam haben 

(Abb. 168), in sich itber. Diese Flachen, die Cliffordsche Flachen ge- 

nannt werden (auch auf sie hat Clifford zuerst aufmerksam gemacht), 

beanspruchen aus zahlreichen Griinden ein besonderes Interesse, so 
da8 wir ihnen einen besonderen Paragraphen (§ 6) widmen wollen. 


Erste, Polare 


! 
| 
/ 


‘ D. Die Hamiltonschen Quaternionen und die Gruppe der ellip- 
tischen Bewegungen des Raumes. In diesem Abschnitt wollen wir uns 
kurz mit einem eleganten Hilfsmittel zur analytischen Darstellung der 
raumlichen elliptischen Bewegungen beschaftigen, das besonders geeignet 
ist, die Zusammensetzung mehrerer Bewegungen, also ihre gruppen- 
theoretischen Eigenschaften zu schildern. Es besteht in der Verwendung 
der Hamuiltonschen Quaternionen. Wir setzen deren Theorie als be- 
kannt voraus?) und erinnern nur an ihre Definition und wichtigsten 
Eigenschaften. 


Eine Quaternion: 
A =O + Mt + Xs] + Ok 


1) In Abb. 168 sind die beiden Achsen als erste und zweite Polare bezeichnet. 
®) Eine ausfiithrliche Darstellung findet man in Bd. I der ,,Elementarmathe- 
matik‘‘ von Klein, Berlin, Julius Springer 1924. 
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ist eine hdhere komplexe Zahl mit den vier Finheiten 1,e7, 7, hk, 
zwischen denen die Gleichungen: 


PaPsRMa=-1, ij=—ji=kh, jkR=—kj =i, ki =—ik=j 


bestehen; hierdurch sind, da die assoziativen und distributiven Gesetze 
gelten, alle Rechnungen zwischen Quaternionen erklart. Die Kompo- 
nenten %), 1, %,, %, sind reelle Zahlen. Das kommutative Gesetz der 
Multiplikation gilt nicht, d.h. es ist im allgemeinen: 


ab + ba. 


Zu jeder Quaternion a = %, + %1 + %37 + %,k gibt es genau 
eine Quaternion 1:a =a “1, die die Gleichungen aa~1=a~1a=1 erfiullt; 
sie ist bis auf einen reellen Faktor mit der zu a ,,konjugierten‘‘ Quater- 
nion @ = 4, — &,i — %37 — %,k identisch. Beziiglich konjugierter 
Quaternionen gilt die Rechenregel (ab) = ba. 

Esseix=&, + 67+ 67 1+6,k, x =& + &i4+ 6&7 + &F und 
a=%,+ %,i1+4,;7+4,k. Wir setzen nun die Gleichung * = ax’ 
an, fithren die Multiplikation auf der rechten Seite aus und zerlegen 
die so erhaltene Quaternionengleichung in die vier zugehérigen Kom- 
ponentengleichungen. Dann ergibt sich, daB die &, lineare homogene 
Verbindungen der &, sind; die Matrix dieser Substitution ist: 


X, —X% —X, —X, 
&» os OT Xs 
Xs Xs %, —% 
X, —X3 Xs OX 


Wenn dagegen x = x’a ist, so erleiden die &, die Substitution mit der 
Matrix: 


%, —% —A —Xy 
nr) aa iy = 
Oy = 0G) se oe 
X4 Cre ee Oy 


Diese beiden Arten von Substitutionen sind aber gerade diejenigen, die nach 
5.116 die Schiebungen zweiter bzw. erster Art des elliptischen Raumes darstellen, 
wenn das Fundamentalgebilde die Gleichung x; + x; -+ x; + x; = 0 hat. 

Dies fiihrt uns auf folgende Methode, die elliptischen Bewegungen 
analytisch darzustellen: Jedem Punkt %,, %5, %3, %q des elliptischen 
Raumes ordnen wir die Quaternion: 


% = Hy + Xqt + %] + Xk 


zu; jedem Punkt entsprechen also unendlich viele Quaternionen, die 
durch Multiphkation mit reellen, von 0 verschiedenen Faktoren aus- 
einander hervorgehen und die wir als micht wesentlich voneinander 
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verschieden bezeichnen wollen. Ferner kénnen wir auch jeder Schie- 
bung 1. oder 2. Art eine (ebenfalls nur bis auf reelle Faktoren be- 
stimmte) Quaternion a = «, + i + 37 + %,k zuordnen; die Werte 
der Komponenten ergeben sich unmittelbar durch Vergleich der S. 116 
aufgestellten Schiebungsgleichungen mit den eben gefundenen Matrizen. 
Bei diesen Festsetzungen sind die Komponenten der Quaterion: 


C= an,  DLWe oh ow 


die Koordinaten des Punktes, in den der zu der Quaternion x’ ge- 
horige Punkt bei der zu der Quaternion a geh6rigen Schiebung 2. bzw. 
4. Art tibergeht. Aus 6% = b(ax’) = (ba)x’ ist ersichtlich, wie sich bei 
Zusammensetzung zweier gleichartiger Schiebungen die zugehorigen 
Quaternionen multiplizieren. Die Schiebungen 1. bzw. 2. Art lassen sich 
somit eineindeutig den wesentlich verschiedenen Quaternionen so zuordnen, 
dap die zugehirige Schebungsgruppe 1. bzw. 2. Art der Gruppe der rechts- 
bzw. linksseitigen Multiplikation dieser Quaternionen entspricht. Weiter 
kénnen wir auf Grund unserer Kenntnis der Zerlegbarkeit jeder Be- 
wegung in zwei Schiebungen den Satz aussprechen, daf sich jede be- 
liebige Bewegung eindeutig durch eine Quaternionengleichung x = ax'b 
darstellen lat. 

Damit haben wir eine Darstellung der Schiebungsgruppen ge- 
wonnen, die uns erméglicht, in sehr bequemer Weise die Zusammen- 
setzung von Bewegungen auf analytischem Wege zu verfolgen. Wir 
k6nnen aber diese Gruppen auch geometrisch anschaulich schildern, 
indem wir einen einfachen Zusammenhang mit der Gruppe der eukli- 
dischen Kugeldrehungen herstellen. 

Betrachten wir namlich unter allen unseren durch » = ax’ 6 dar- 
gestellten Bewegungen diejenigen, die den Punkt 1, 0, 0, 0 festlassen; 
es sind dies diejenigen, bei denen a-1+b=ab reell ist, sodaB b=ya 
mit reellem y sein muB. Die Drehungen um den Punkt 1, 0, 0, 0 werden 
daher durch x= ax’a dargestellt. Sie sind mithin den wesentlich 
voneinander verschiedenen Quaternionen a eineindeutig zugeordnet und 
ihre Zusammensetzung ist die durch die Quaternionenmultiplikation 
gegebene, da bxb = b(ax' a) b = (ba) x’ (ba) ist (S. 239). Nun sind aber 
nach S. 233 die elliptischen Drehungen um einen Punkt in keiner Weise 
von den euklidischen Kugeldrehungen verschieden; damit haben wir 
den Satz gewonnen: Die Kugeldrehungen der euklidischen Geometrie 
lassen sich eineindeutig den wesentlich voneinander verschiedenen Quater- 
nionen sowie den Schiebungen jeder der beiden Arten so zuordnen, da die 
zugehorigen Gruppen einander isomorph sind. In der Isomorphie der 
Schiebungsgruppen mit der euklidischen Drehungsgruppe haben wir 
die angekiindigte geometrisch anschauliche Méglichkeit, die Zusam- 
mensetzung elliptischer Bewegungen zu studieren. Die Kenntnis dieser 
Isomorphie ist sehr niitzlich; denn mit ihrer Hilfe ist es z. B. leicht, 
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die endlichen, d.h. die nur aus endlich vielen Bewegungen bestehenden 
Bewegungsgruppen der raumlichen elliptischen Geometrie zu bestimmen}). 


§ 6. Die Cliffordsche Flache. 


A. Ihre einfachsten Eigenschaften. Die S. 238 erwahnten Clifford- 
schen Flachen, die mit der Fundamentalflache ein Tangentialtetraeder 
gemeinsam haben, besitzen eine Anzahl hochst interessanter und wich- 
tiger Eigenschaften, die einen Ausblick auf einen ganz neuen Problem- 
kreis eréffnen. Stellen wir zunachst noch einmal zusammen, was wir 
aus unseren obigen Uberlegungen schon iiber eine Cliffordsche Fliche 
wissen und was sich unmittelbar daraus ergibt: 

Sie ist eine ringartige Flache zweiter Ordnung; die Geraden jeder 
ihrer beiden Erzeugendenscharen sind untereinander parallel, die der 
einen Schar nach der 1., die der anderen nach der 2. Art. Je zwei 
derartige Paare von Parallelen bilden ein Cliffordsches Parallelogramm. 
Daher schneiden sich die Geraden der beiden Scharen unter einem 
konstanten Winkel #; es ist nicht schwer zu sehen, da, bei Zugrunde- 
legung des Fundamentalgebildes xj + *5 + x3-+«{=0, durch die 
Gleichung : Bay Mt 

; Xr Xa — %3 — % 
+8484 
gerade eine derartige Cliffordsche Flache definiert wird. In der Tat: 
Zunachst ist die durch diese Gleichung bestimmte Flache gewi® eine 
Cliffordsche Flache, da sie mit dem Fundamentalgebilde das aus den 
vier Geraden x, +7%,=0, %;+7%,—=0 (mit allen méglichen Vor- 
zeichenkombinationen) gebildete Tetraeder gemeinsam hat. Um zu er- 
kennen, daB ihre Erzeugenden den Winkel # einschlieBen, greifen wir 
einen beliebigen Flachenpunkt P, etwa den mit den Koordinaten 


= cos? 


a 4 


0, cos, 0, sin be heraus. Da die Flachengleichung sich in der Form: 


C 


a OR, ; 8b 
(x} + x3) sin? a — (8 +- x2) cos® SLE 
die Gleichung der Polarebene eines Punktes &,, &, &, &, also in 
der Form: 
2 Se s ‘ 0 
(:%1 + §5%2) sin? — — (Ex + &%,) cos* = 0 


schreiben laBt, stellt: 


eo) 0 
%q SIN —- — %, cOoS—— = 0 
2 2 


eee eee 

1) Diese Gruppen spielen eine wichtige Rolle bei den in Kap. IX behandelten 
Fragen. Vgl. z. B. H. Hopf: Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem, Math. Ann. 
Bd. 95. 1925. 
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die Tangentialebene von P dar. Das durch P gehende Erzeugendenpaar 
der Cliffordschen Flache, d.h. deren Schnittkurve mit der Tangen- 
tialebene, besitzt somit, wie sich durch Einsetzen ergibt, die Gleichung: 


aq sin? — x3 cos? = 0, 


a 


die wir auch in der Gestalt: 


oO o 
J te GR ete (x —ctg 5+ % = 0 
schreiben kd6nnen. 


Wir haben nun noch den Winkel zu be- 
rechnen, den diese beiden Geraden in der be- 
trachteten elliptischen Geometrie bestimmen. 
Hierzu suchen wir zunachst die beiden in der 
Tangentialebene von P liegenden und durch 
P hindurchgehenden isotropen Geraden 17, 
und 7, auf (vgl. die schematische Abb. 169). 
FaBt man die Werte x,, %2, x3, welche die 
dreiersten der vierraumlichen Koordinaten x, , 
%9, X3, %,auf der Tangentialebene annehmen, 
als Koordinaten in dieser Ebene auf, so hat 
ihre Schnittkurve mit der Fundamentalflache 
a? + 08 + 42 + x3 =0 die Gleichung: 


| Ss 


2 2 bo 
++ %5 + %3 COS real 


a 


x7 COS? 


da ferner der Punkt P in der Ebene die Koordinaten 0, 1, 0 hat, ist 
durch x, = 0 seine Polare beztiglich dieses Kegelschnitts, durch: 

Xi + 45 = (*1 + 1X5) (%1 — 1%) = 0 
daher sein Tangentenpaar an den Kegelschnitt gegeben. Der zu be- 


stimmende Winkel ist nun gleich dem mit = multiplizierten Logarith- 


mus des Doppelverhaltnisses der vier Geraden: 
v oO . ; 
Tiel SUES: +X, = 0; Whe ae eae % + 1%, =0; %, — 1%, = 0, 
also gleich: 
} 0 ; 
; -InDV (cto cg, 4, ~i). 


Dieser Ausdruck aber hat gerade den Wert %, was man entweder 
ausrechnet oder auch erkennt, wenn man an die projektive Winkel- 


Die Cliffordsche Flache. 243. 


definition in einer euklidischen x,, *,-Ebene denkt; denn dort stellt 
er die GroBe des Winkels zwischen zwei Geraden dar, von denen 


die eine den Winkel Sn die andere den Winkel — bs mit der «,-Achse 
F 2 2 
bildet. 3 

Die Cliffordsche Flache kann auf oc? Weisen in sich bewegt wer- 
den; es gibt dabei genau eine Bewegung, die einen gegebenen Punkt 
in einen anderen vorgeschriebenen Punkt beférdert. Unter diesen Be- 
wegungen gibt es zwei einparametrige Scharen von Rotationen mit 
denjenigen Geraden G, und G, (Abb. 170) als Achsen, die den Parallelen- 
kongruenzen, zu denen die Erzeugenden ge- 
ho6ren, gemeinsam sind. Man kann die Clif- 
fordsche Flache daher auf zweifache Weise 
als Rotationsflache auffassen. Es liegen auf 
ihr zwei Scharen von Kreisen; diejenigen 
Kreise, welche als Rotationskreise zu der 
einen Achse gehéren, sind die Schnitte mit 
den Ebenen durch die andere Achse. In 
Abb. 170 sind zwei derartige Kreise einge- 
zeichnet. Der Kreis, welcher sich in der 
Abbildung (euklidisch aufgefaBt) als Ellipse 
darstellt, entsteht durch Rotation um G, 
und liegt in emer Ebene mit G,; der Kreis, 
welcher wie eine Hyperbel aussieht, entsteht 
umgekehrt durch Rotation um G, und liegt 
in einer Ebene mit G,. Die Flache 1aBt sich 
somit auf zweifache Weise dadurch erzeu- 
gen, daB ein Kreis um die in seiner Ebene 
gelegene Polare seines Mittelpunkts rotiert ; dabei ist die Bahn des Mittel- 
punkts die zweite Rotationsachse. In allen diesen Eigenschaften erinnert 
die Cliffordsche Flache stark an einen Kvetszylinder in der eukli- 
dischen Geometrie. Denn auch dieser ]4Bt sich auf zweifache Weise 
durch Rotation eines Kreises um eine Gerade erzeugen: er entsteht 
namlich sowohl, wenn eine seiner erzeugenden Geraden, also ein un- 
endlich groBer Kreis, um die Zylinderachse rotiert, als auch durch Par- 
allelverschiebung eines seiner Breitenkreise, die wir als Rotation um 
eine unendlich ferne Gerade auffassen k6énnen. 

B. Die Differentialgeometrie der Cliffordschen Flache. Die Ana- 
logie zwischen dem euklidischen Zylinder und der Cliffordschen Flache 
wird noch vollkommener, wenn wir die Geometrie auf diesen Flachen 
selbst ins Auge fassen. Bekanntlich ist der Zylinder eine Flache, 
die sich auf die euklidische Ebene abwickeln laBt; das bedeutet fol- 
gendes: Schneiden wir aus einem z. B. aus Papier angefertigten Zylinder 
ein kleines, einfach zusammenhangendes Stiick heraus, so kann man 


16* 
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dieses Stiick durch Verbiegung, d.h. ohne es zu dehnen, ohne also die 
Lange einer auf ihm verlaufenden Kurve zu verandern, so deformieren, 
daB es sich glatt auf eine Ebene legen oder, wie man sagt, abwickeln 
14Bt. Durch diese Abwicklung wird eine ldngentreue Abbildung des 
Flachenstiicks auf ein Stiick der Ebene hergestellt; die auf der Flache 
herrschenden Mafverhaltnisse stimmen also vollig mit denen in einem 
Stiick der euklidischen Ebene iiberein, die Geometrie auf der Fldache 
selbst ist euklidisch. Wenigstens gilt dies, solange wir uns auf ein hin- 
reichend kleines Flachensttick beschranken; tiber die Unterschiede, die 
auftreten, wenn wir diese Beschrankung fallen lassen, und iber ihre 
Bedeutung werden wir im nachsten Kapitel noch ausfiihrlich reden. 
Was wir nun zeigen wollen, ist, daf die Cliffordsche Flache, deren Mab- 
verhaltnisse doch durch die Geometrie des elliptischen Raumes_ be- 
stimmt sind, ebenfalls eine euklidische Geometrie besitzt, d.h. daB sie 
sich im Kleinen laéngentreu auf eine euklidische Ebene abbilden 14Bt. 

Wir fihren den Beweis zunaichst mit Hilfe von Begriffen und 
Satzen der Flachentheorie (vgl. Kapitel X und die dort angegebene 
Literatur): Da man die Flache so in sich bewegen kann, daB ein be- 
liebiger Punkt in einen willkirlichen andern Punkt iibergeht, muB 
das GauBsche KriimmungsmaB K der Flache, da es eine Invariante 
langentreuer Abbildungen ist, auf der ganzen Flache konstant sein. 
Um seinen Wert zu bestimmen, betrachten wir Vierecke auf der Flache, 
die aus geodiatischen Linien gebildet sind; in einem solchen ist die 
Winkelsumme >27, = 2% oder <22, je nachdem K > 0, =O oder 
<0 ist. Nun ist aber ein Cliffordsches Parallelogramm ein derartiges 
Viereck, da eine auf einer Flache verlaufende Gerade stets geodatische 
Linie der Flache ist; in ihm ist die Winkelsumme 2 z, mithin ist K = 0. 
Eine Flache mit dem KriimmungsmaB 0 laBt sich aber immer im Kleinen 
langentreu auf die euklidische Ebene abbilden. 

Da diese SchluBweise recht viele Kennt- 
nisse der Flachentheorie voraussetzt, wollen 
wir den Satz wegen seiner Wichtigkeit noch 
einmal direkt und elementar beweisen, indem 
wir nur die tibliche Definition der Lange eines 
Kurvenstiicks als bekannt annehmen. 

In der Umgebung # eines beliebigen Flachen- 
punktes P fiihren wir auf der Flache ein w-v- 
Koordinatensystem ein: P sei der Nullpunkt, 
die durch ihn gehenden Erzeugenden U und 
V seien die Achsen, die wir mit positiven 
Richtungssinnen versehen (Abb. 171). Ist A 
ein Punkt in # und schneiden die durch ihn 
gehenden Erzeugenden die beiden Achsen in 
Punkten, deren in positiver Richtung ge- 
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messene Entfernungen « bzw. v sind, so nennen wir w, v die Koordi- 
naten von A. 

Nun sei C eine Kurve auf der Flache innerhalb #; sie sei in Para- 
meterdarstellung durch u = u(t), v= v(t), :} <t=t, gegeben. Ihre 
Lange s ist dann folgendermafen zu bestimmen: Ist 4s die Lange 
der Sehne zwischen den zu ¢ und ¢-+ 4? gehdrigen Kurvenpunkten 


As 
mined linn —— == "s. (2); sO! ist: 
At>0 At 


ts 
s=lim>'4s = lim S158 t= [sae 


Wir setzen nun, wie iiblich: 
w(t+ At)—u(t)=du, v(t+Ath—v@=A402, 


wobei: 
Au 
lim — = w’ (¢ 
1t>0 A t ( ) 
und: 
dv 


lim— =v (¢ 
At+o At 0 


ist? Dann gilt (vgl. Abb. 172, welche 
die Verhdltnisse auf der betrachteten Abb. 172. 
Cliffordschen Flache schematisch dar- 
stellt) nach dem Kosinussatz der elliptischen Geometrie (S. 197) die 
Gleichung : 
Ss Au Av Sree eee U 
cos—— = cos— -cos— — sin—- . 

2C, 2C, 264 DiCe 26, 
@ ist hierbei der Winkel, den die Erzeugenden U und V der Clifford- 
schen Flache miteinander bilden; der Sehne As liegt also der Winkel 


a — # gegeniiber. Durch Reihenentwicklung nach As, Aw und Av, 
Division durch A??: 8c,2 und Grenziibergang At— 0 folgt hieraus: 


s2—= y/2 4+ 2cos0- uv + v2, 


also: 


ts 
s =| ly’? +2 cos®- w’v’ + v'? dt. 
ty : 


Andererseits sei in einer ewklidischen Ebene ein u-v-Koordinaten- 
system eingefiihrt, dessen Achsen sich unter dem Winkel # schneiden. 
Die Lange $ einer durch u= u(t), vb =v(t), 4: =t<t, definierten 
Kurve ist durch: 


A8 
gegeben, wobei $’(¢) = lim ae ist und 48, A die den obigen Erklarungen 
1t>0 


246 SBesondere Untersuchung der beiden nichteuklidischen Geometrien. 


entsprechenden Bedeutungen haben. 


Dabei ist, wenn dasselbe fiir 


Au, Av gilt, nach dem Kosinussatz der ewklidischen Trigonometrie: 


Ag = Ay? + 2.cosd'- AuAb + Av?, 


also: 


und: 


| 2cos?-u'b’ + b’2 


L 2cos#-u'b’ +o” dé. 


Bilden wir nun das Flachenstiick # durch die Beziehungen u = u, 
»y =v auf die Ebene ab, so folgt hieraus, wenn $ die Lange des Bildes 
von C ist, $ = s,d.h. die Abbildung ist langentreu, was zu beweisen war. 
Bei diesem Beweis haben wir die geschilderte Abbildung auf den 
Bereich # beschrankt; wir wollen jetzt dazu tibergehen, die Abbildung 


26,7, 


26g 
Abb. 173. 


auf die ganze Flache auszudeh- 
nen. Dabei ist folgendes zu be- 
achten: Kehrt man nach Durch- 
laufen der u-Achse nach P zu- 
riick, so gelangt der Bildpunkt 
in der euklidischen Ebene auf 
der u-Achse nicht in seinen 
Ausgangspunkt, sondern in den 
von diesem um 2c, entfernten 


Punkt, da diese Zahl die Lange der u-Achse ist. Uberhaupt ent- 
sprechen bei der durch u = w, ) =v definierten Abbildung der Clifford- 
schen Flache auf die Ebene jedem Flachenpunkt unendlich viele Punkte 


Abb. 174. 


der Ebene; diese gehen dadurch auseinander heryor, da man ihre u- und 
v-Koordinaten um ganzzahlige Vielfache von 2c, vermehrt oder vermin- 
dert. Sind m und m irgendwelche ganze Zahlen, so liegt in dem durch: 
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m-2¢%7=us(m+1)2¢n, n-2¢o0<0<(n+1)2¢,0 


definierten Rhombus (Abb. 173) im allgemeinen genau ein Bildpunkt 
eines beliebigen Flachenpunktes; nur falls dieser der u- oder der v- 
Achse angehort, hat er zwei Bilder im Rhombus, und zwar sind diese 
entsprechende Punkte auf gegeniiberliegenden Seiten. Wir kénnen die 
Beziehung zwischen dem Rhombus und der Cliffordschen Flache auch 
dadurch herstellen, da8 wir diese ringférmige Flache langs der beiden 
Achsen aufschneiden (Abb. 174 links) und nach geeigneter Verbiegung 
so auf den Rhombus ausbreiten, daB die beiden Ufer jedes Schnittes 
auf gegeniiberliegenden Seiten des Rhombus liegen (Abb. 174 rechts). 

C. Die Geometrie im Grofen auf der Cliffordschen Flache. Unsere 
Abbildung der Cliffordschen Flache auf die euklidische Ebene erleichtert 
die nahere Untersuchung der Geometrie auf der Flache. Dabei miissen wir 
uns zunachst ttber den folgenden Umstand klar werden. Wir haben 
zwar bewiesen, daB die Geometrie auf der Cliffordschen Flache im Klei- 
nen mit der auf einer euklidischen Ebene v6llig tibereinstimmt. Diese 
Ubereinstimmung erstreckt sich aber, das sei noch einmal ausdriick- 
lich betont, nur auf eme gewisse Umgebung jedes beliebigen Punktes. 
Die beiden Geometrien in ihren Gesamtausdehnungen sind ganz wesent- 
lich voneinander verschieden. Ist dieser Unterschied schon zwischen 
den Geometrien der Ebene und des Zylinders evident, so wird er noch 
deutlicher, wenn wir diese beiden mit der Cliffordschen Flache ver- 
gleichen. Denn letztere ist, im Gegensatz zu den beiden andern, eine 
geschlossene Flidche; sie besitzt einen endlichen Flacheninhalt; er ist, wie 
die Abbildung auf einen euklidischen Rhombus lehrt, gleich 4 c37?- sin”. 
Es zeigt sich also, daB eine im kleinen euklidische und in threr ganzen 
Ausdehnung v0llig singularitatenfreie Geometrie durchaus nicht die 
, Unendlichkett dieser Geometrie bedingt, und da es also umgekehrt 
durchaus kein alleiniges Vorrecht der elliptischen Mafbestimmung 1st, 
als Schauplatz einen endlichen Raum zu besitzen. In dieser zunachst 
uberraschenden Erkenntnis liegt. die Hauptbedeutung von Cliffords 
Entdeckung. Sie war es, die Klein veranlaBte, nach allen Zusammen- 
hangsarten zu fragen, die mit der Giiltigkeit der euklidischen oder 
einer der beiden nichteuklidischen Geometrien vertraglich sind. Diesem 
interessanten und nicht mit wenigen Worten zu erledigenden Problem 
der Raumformen werden wir ein besonderes Kapitel widmen (Kap. 1X). 

An dieser Stelle wollen wir nur einige auf die Geometrie der Clif- 
fordschen Flache in ihrer Gesamtausdehnung beziigliche Satze nennen, 
die man vermittels unserer Abbildung auf die Ebene sehr leicht gewinnt. 
Aus der Langentreue folgt z.B., daB die geodatischen Linien auf der 
Flache,\d.h. die kiirzesten Verbindungskurven zweier Punkte, sich als 
gerade Linien abbilden. Unsere Abbildung zeigt dann, daB es durch 
jeden Punkt unendlich viele geschlossene geodatische Linien gibt, ohne 
da darum alle geodatischen Linien geschlossen sind; denn eine Gerade 
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der Ebene ist dann und nur dann Bild einer geschlossenen geodatischen 
Linie, wenn sie zwei Punkte miteinander verbindet, die Bilder des- 
selben Flachenpunktes sind. Derartige Geraden sind z. B. die Paral- 
lelen zu den Seiten der Rhomben; ihnen entsprechen die Evzeugenden 
erster bzw. zweiter Art der Cliffordschen Flache. Weiter besitzen die 
Parallelen zu den Diagonalen der Rhomben diese Eigenschaft; die ihnen 
entsprechenden geodatischen Linien sind uns schon frither in anderem 
Zusammenhang begegnet: es sind die beiden Scharen der Rotations- 
kretse; das ergibt sich aus der S. 237f. bewiesenen Tatsache, daB die Ro- 
tationen diejenigen Bewegungen sind, die sich aus zwei gleich langen 


Abb. 175. Abb. 176. 


Schiebungen langs der erzeugenden Geradenscharen zusammensetzen, 
Die Lange dieser Kreise ist, wie jetzt die euklidische Trigonometrie 


A) oO. A; ; : 
lehrt, 4¢,7- sin bzw. 4c,7: bos ihre Radien, also die Rotations- 


radien der Flache, sind daher (vgl. die Formeln S. 199): c,-% bzw. 
C+ (x — #). 

Auch die weiteren geodatischen Linien einer Cliffordschen Flache 
sind uns bereits bekannt; es sind dies die Schraubenlinien, auf denen 
nach S. 124 die Punkte bei einer Schraubung des elliptischen Raumes 
wandern. Wenn wir die dort gezeichnete Schraubenlinie (Abb. 175, 
identisch mit Abb. 78, S. 124) auf einen Rhombus abbilden, erhalten 
wir die in Abb. 176 dargestellte Figur. Die gestrichelte Gerade AC 
ist das Bild. des auf der Cliffordschen Flache eingezeichneten Krei- 
ses K,, der (euklidisch aufgefaBt) die Gestalt einer Hyperbel besitzt; 
genau so ist DB das Bild der Kehlellipse, die in der hier zugrunde 
gelegten elliptischen Geometrie einen Kreis K, der zweiten Kreis- 
schar darstellen médge. Die ausgezogene Gerade im Innern des 
Rhombus, die aus drei Stiicken besteht, ist schlieBlich das Bild der 
Schraubenlinie S. Wir miissen uns nun die Seiten AB und DC des 
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Rhombus und genau so die Seiten AD und BC punktweise identisch 
denken; die vier Eckpunkte entsprechen dabei einem einzigen Punkt. 
Hierdurch werden die drei betrachteten Geradenstiicke zu einer ge- 
schlossenen Linie. Es ist nun leicht, den Verlauf der Schraubenlinie 
in den beiden Abbildungen zu vergleichen. K, und K, haben auf der 
Cliffordschen Flache zwei Punkte gemeinsam, durch die auch S hin- 
durchlauft; im Rhombus entsprechen ihnen die Punkte A= B=C=D 
und /*. Weiter bilden sich die beiden euklidisch unendlich fernen Punkte 
von K, auf E und G ab. Diese Beispiele zeigen, wie sehr die nahere 
Untersuchung der Cliffordschen Flache durch die langentreue Abbil- 
dung auf die Ebene erleichtert wird. 


§ 7. Die hyperbolische Geometrie des Raumes. 


A. Allgemeines. Viele geometrische Eigenschaften des hyper- 
bolischen Raumes wird der Leser ohne Miihe selbst herleiten kénnen, 
wenn er an unsere friihere Untersuchung der hyperbolischen Ebene 
denkt (§ 3); denn im Raum liegen die Verhaltnisse ganz ahnlich wie in 
der Ebene. Die wichtige Unterscheidung der sich im Innern, im AuBern 
oder auf der Fundamentalkurve selbst schneidenden Geraden laBt sich 
ohne weiteres auf Ebenen iibertragen; insbesondere werden zwei Ebenen 
parallel genannt, wenn sie sich in einer Tangente der fundamentalen 
Flache schneiden. Die Satze iiber das Fallen von Loten und das Projizie- 
ren bleiben erhalten. Analog den drei Arten von Kreisen gibt es drei 
Arten von Kugeln, die wir als ,eigentliche Kugeln‘, ,Hyperspharen‘ und 
,Horospharen‘ oder ,Grenzkugeln‘ bezeichnen (S. 179) und die, bei ge- 
gebenen Zentren, ganz ahnlich angeordnet sind wie die entsprechenden 
Kreisscharen. 

B, Die Bewegungen. Im Gegensatz zu der elliptischen Geometrie 
lassen sich die reellen Bewegungen hier nicht in reelle ,Schiebungen‘ 
langs Geradenkongruenzen zerlegen (vgl. S. 115 u. 188). Jedoch ist es 
auch jetzt zweckmaBig, die Bewegungen nach dem Verhalten gerader 
Linien zu klassifizieren. Wir wissen aus Kapitel III, da jede der 
beiden zueinander konjugiert, imaginaren Erzeugendenscharen der 
ovalen Fundamentalflache bei einer 

5 Z i Erste] Polare 
Bewegung linear in sich transfor- 
miert wird und daher im allgemeinen / 
zwei Fixgeraden enthalt; die beiden 
zueinander konjugiert imaginaren 


Paare von Fixgeraden schneiden sich | Zweite 
auBer in zwei konjugiert imaginaren Polare 
in zwei reellen Fixpunkten auf der 
Flache;} die zwei reellen Verbin- 
dungslinien der beiden Punktepaare 


(in Abb. 177 als erste und zweite Abb. 177. 
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Polare bezeichnet) gehen bei der Bewegung in sich tiber. Die Verbin- 
dungslinie der reellen Schnittpunkte ist dabei die einzige eigentliche in 
sich tibergehende Gerade, die ,Achse* der Bewegung. Die zweite Verbin- 
dungsgerade, welche die Flache in den imaginaren Fixpunkten schneidet, 
ist vom Standpunkt der hyperbolischen Geometrie aus als uneigentlich 
anzusehen. Daneben gibt es noch den Grenzfall, in dem jede der bei- 
den Scharen von Erzeugenden eine doppelt zahlende Fixgerade besitzt!); 
diese beiden zueinander konjugiert imaginaren Fixgeraden schneiden 
sich in dem einzigen Fixpunkt auf der Flache, der somit stets reell ist. 
Da das durch diesen bestimmte, an die Flache tangentiale Strahlen- 
biischel bei richtiger Zahlung vier Fixelemente besitzt, geht jeder seiner 
Strahlen in sich iber; im wbrigen aber bleibt keine reelle Gerade und 
auch kein reeller Punkt fest. 

In dem allgemeinen Fall fassen wir die Gruppe aller der Bewe- 
gungen ins Auge, die zu einer festen Achse gehéren. Es ist dies eine 
zweiparametrige Schar, die man (vgl. S. 122 und 188) durch Rotationen 
um die Achse sowie um ihre konjugierte Polare erzeugen kann. Dabei 
geht jede der cot ovalen Flachen zweiter Ordnung, die mit der Funda- 
mentalflache das Tetraeder der zugehérigen Fixgeraden gemeinsam 
haben (vgl. S. 119), in sich ber; alle diese Flachen berihren die fun- 
damentale Flache in den beiden DurchstoBpunkten der (eigentlichen) 
Achse. Sie entsprechen in vieler Hinsicht den Cliffordschen Flachen 
der elliptischen Geometrie: sie gestatten oo? Bewegungen in sich, sie 
sind in doppelter Weise als Rotationsflachen aufzufassen, wobei jetzt 
die eine Schar der Rotationskreise aus Hyperzyklen besteht; ihre 
Gleichungen lassen sich auf eine entsprechende Gestalt wie die der 
Cliffordschen Flachen (S. 241) bringen, namlich: 


x? + x8 — x2 + x3 = const « (x2 + x8 + 23 — x9). 


So liegt die Vermutung nahe, daB sie auch eine ewklidische Geomeirie 
tragen, und es laBt sich in der Tat auf mannigfache Weise zeigen, 
dai dies so ist. Jedoch ist diese Tatsache nicht so merkwiirdig wie 
bei den Cliffordschen Flachen. Denn eine Flache der jetzt betrachteten 
Art ist eine offene Flache und besitzt auch unendlichen Flacheninhalt ; 
sie ist ja eine ovale Flache mit zwei unendlich fernen Punkten, sieht also 
(vom Standpunkt der hyperbolischen Geometrie) ganz wie ein Kreis- 
zylinder der euklidischen Geometrie aus, so das ihre euklidischen Mab- 
verhaltnisse nichts besonders Uberraschendes fiir uns zu haben brauchen. 

In dem Grenzfall, in dem keine eigentliche Gerade in sich tiber- 
geht, aber alle Geraden eines an die Flache tangentialen Biischels fest- 


1) Die Moéglichkeit, daB in der einen Schar zwei verschiedene, in der anderen 
zwei zusammenfallende Fixgeraden vorhanden sind, scheidet aus Realitatsgriinden 
aus. 
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bleiben, gehen bei jeder der oc? Bewegungen alle zu dem Biischelzen- 
trum gehérigen Horospharen in sich tiber?). 

Man kann Bewegungsgruppen natiirlich auch erhalten, wenn man 
statt der Fixgeraden Fixpunkte bzw. -ebenen betrachtet. Die Bewegungen 
mit einem festen eigentlichen Punkt sind Kugeldrehungen und bilden 
eine dreiparametrige Gruppe; sie unterscheiden sich, ebenso wie in der 
elliptischen Geometrie (S. 233), in nichts von euklidischen Kugeldrehun- 
gen. Auch die Bewegungen mit einem im AuBern gelegenen Fixpunkt 
oder, was dasselbe ist, mit einer festen eigentlichen Ebene (der Polar- 
ebene des Fixpunktes) hangen von drei Parametern ab; jede der ,,Ab- 
standsflachen“ der festen Ebene, d. h. der Hyperspharen um den Fix- 
punkt, geht in sich tiber. Diese Gruppe ist genau so zusammengesetzt 
wie die Gruppe der ebenen hyperbolischen Bewegungen; denn ist die Fun- 
damentalflache durch x{-++ x; + x2 xj=0 gegeben und 1,0, 0,0 der 
Fixpunkt?), so erleiden x,, %3;, %, alle die und nur die Substitutionen, 
die die Form x; + x; — xj in sich transformieren. Man sieht den Zu- 
sammenhang mit den ebenen hyperbolischen Bewegungen auch deut- 
lich, wenn man das Strahlbiindel durch den Fixpunkt betrachtet: in 
ihm herrscht eine hyperbolische MaBbestimmung, die bei den Bewe- 
gungen erhalten bleibt; das fundamentale Gebilde ist der von dem Fix- 
punkt an die Flache gehende Tangentialkegel. Die feste Ebene ist nach 
dem Vorstehenden im hyperbolischen Sinne véllig frei in sich beweglich. 

In dem Grenzfall nun, d.h. bei Betrachtung aller Bewegungen, 
die einen Punkt der Fundamentalflache festhalten, bringt die Aus- 
artung wieder eine Erhéhung der Parameterzahl mit sich (vgl. die 
ebene hyperbolische Geometrie S. 226): wir haben eine vierparametrige 
Gruppe. Sie ist, wie wieder die Betrachtung des Biindels durch den Fix- 
punkt lehrt, ebenso zusammengesetzt wie die der ewklidischen Transfor- 
mationen der Ebene mit EinschluB der Ahnlichkeitstransformationen. Der 
dreiparametrigen Untergruppe, welche keine Ahnlichkeitstransforma- 
tionen enthalt, also der euklidischen ebenen Bewegungsgruppe, ent- 
sprechen diejenigen Bewegungen des hyperbolischen Raumes, die jede 
der zu dem Fixpunkt gehérigen Grenzkugeln in sich transformieren ; 
dies erkennt man, analog wie im Fall der Ebene (S. 226), daran, daB dies 
gerade diejenigen Bewegungen sind, die sich aus zwei Spiegelungen an 
Ebenen durch den Fixpunkt zusammensetzen lassen. Die auf dieser 
Seite oben erwahnten zweiparametrigen fixpunktfreien Bewegungs- 
gruppen der Horospharen in sich entsprechen, wie man jetzt sieht, der 
Gruppe der ebenen ewklidischen Parallelverschiebungen. 


1) Man iibertrage die im ebenen Fall (S.226 Anm.1) auf die Kurve an- 
gewandte Uberlegung erst auf die eine, dann auf die andere Erzeugendenschar 
unserer Flache; die Spiegelungen sind jetzt imaginar. 

*) Dieser Punkt ist ein uneigentlicher Punkt, da die ihn enthaltende Ebene 
%, =O die Fundamentalflache nicht reell schneidet. 
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C. Die Kugeln. Der Parallelismus zwischen den nach ihren Fix- 
punkten eingeteilten Bewegungen einerseits, den drei ebenen Geo- 
metrien andererseits, wird besonders deutlich, wenn wir uns die Geo- 
metrie auf den Kugeln der drei Arten naher ansehen. Schalten wir fir 
einen Augenblick die Grenzkugeln aus, so daB wir es mit einer Kugel 
zu tun haben, deren Radius endlich und zwar im Fall einer eigentlichen 
Kugel reell, im Fall einer Hypersphaére komplex ist. Dann ist die 
Lange eines Bogens auf einem GrofBkreise, d. h. einem (eigentlichen 
oder uneigentlichen) Kreis, der mit dem Kugelzentrum in einer Ebene 
liegt, gleich dem zugehorigen Zentriwinkel, multipliziert mit einer Zahl, 
die nur von der MaBkonstanten und dem Radius abhangt. Weiter 
ist der Winkel zwischen zwei GroBkreisen gleich dem Winkel der zu- 
gehorigen durch den Kugelmittelpunkt laufenden Ebenen. Die Mab- 
bestimmung auf der Kugel stimmt also (bis auf die bei der Langen- 
messung hinzutretende Konstante) mit der MaBbestimmung in dem 
Biindel durch den Kugelmittelpunkt tiberein. Da diese MaBbestim- 
mung elliptisch bzw. hyperbolisch ist, gilt auf den Kugeln dieselbe 
Geometrie; dabei tibernehmen die GroBkreise die Rolle der geraden 
Linien, ganz entsprechend wie in der uns wohlbekannten spharischen 
Geometrie. Durch einen Grenziibergang folgt derselbe Zusammen- 
hang zwischen den Geometrien auf einer Horosphare und in der 
euklidischen Ebene. Wir haben also folgende Erkenntnis gewonnen: 
Die Geometrien auf den eigentlichen Kugeln, den Horospharen und den 
Hyperspharen sind elliptisch bzw. euklidisch und hyperbolisch. Dabei 
liegt jedesmal, im Gegensatz z. B. zur Cliffordschen Flache, ein Modell 
der betreffenden Geometrie in ihrer Gesamtausdehnung vor, wenn wir 
von dem hier unwesentlichen Unterschied zwischen den Geometrien 
der Kugel und elliptischen Ebene absehen. 

An diesen Kugeln 14Bt sich somit besonders schén der stetige Uber- 
gang der drei Geometrien ineinander studieren: Man wahle etwa einen 
festen Punkt P und lasse 
einen Punkt A aus der 
Nahe von P geradlinig 
durch die Flache hindurch 
ins AuBere wandern. In 
Abb. 178 sind vier Lagen 
A,...A, des Punktes A 
eingezeichnet. (Um die 
entsprechenden raum- 
lichen Verhaltnisse zu er- 
halten, miissen wir die 
Figur um die horizontale Gerade rotieren lassen; die hierbei aus dem 
groBen Kreis hervorgehende Kugel ist die fundamentale Flache). Wir 
konstruieren nun die Kugeln durch P, welche die einzelnen Punkte der 


Abb. 178. 
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Geraden PA, zu Mittelpunkten besitzen!). Wenn wir dann A, ttber A, 
nach A, wandern lassen, geht, wie wir eben bewiesen haben, die Geo- 
metrie auf den betrachteten Kugeln stetig aus einer elliptischen durch 
eine euklidische hindurch in eine hyperbolische iiber. 

Die Mafkonstanten dieser Geometrien, d. h. (vgl. S. 191 und 193): 


die reziproken Quadrate — re der Krimmungsradien — 27c sind da- 
e 


bei natiirlich von den Radien der Kugeln abhangig. Bezeichnet a den 
Radius der Kugel, R(a) den Kriimmungsradius ihrer Geometrie, so fin- 
det man durch eine kleine Rechnung, falls a reell, die Kugel also 
eigentlich ist: 
a 
R(a) => 2c, ° Slice . 
Ist die Kugel eine Hypersphare, A also im AuBern gelegen, so ist a 
komplex mit dem Imaginarteil c,77; ist a, der Realteil, so ist: 
a 


R —| Ls . . 
(Gee 2G, iors 


In jedem Fall ist lim R(a) = co, wie es im Hinblick auf die Grenz- 
a>co 


kugeln mit ihrer euklidischen Geometrie zu erwarten ist. Wenn also das 
Kugelzentrum A sich in der beschriebenen Weise von P entfernt, so 


nimmt die MaBkonstante a der Kugel von sehr grofen positiven 
Werten monoton ab, wird fiir die Kugel um A, gleich Null und nimmt 


dann weiter ab, um ihr Minimum — zu erreichen, wenn die Kugel 


2 
Ch 


in die Ebene ausartet; dieses Minimum ist gleich der MaBkonstanten 
des Raumes selbst. Wenn wir den Mittelpunkt tiber A, hinaus in der- 
selben Weise weiterwandern lassen, wiederholt sich das Spiel gerade in 
der umgekehrten Reihenfolge. 

D. Uber die analytische Darstellung der Bewegungen. Die Be- 
wegungen des elliptischen Raumes konnten wir besonders bequem mit 
Hilfe der Quaternionen analytisch darstellen. Fiir die vreelle hyper- 
bolische Geometrie versagen diese. Jedoch gibt es auch hier ein analy- 
tisches Hilfsmittel, dessen Anwendung eine gute Ubersicht iiber die 
Bewegungen und ihre Zusammensetzungen, also ihre gruppentheore- 
tischen Eigenschaften, vermittelt; wir werden es (Kapitel XI) in den 
linearen Substitutionen einer komplexen Verdnderlichen kennen lernen. 


1) Die etwa um 4, beschriebene Kugel wird, wenn wir die Figur einen Augen- 
blick euklidisch auffassen, durch Rotation der kleinen Ellipse erzeugt; die Kugel 
um den (im Sinne der hyperbolischen Geometrie unendlich fernen) Punkt A, geht 
aus der Ellipse hervor, die den fundamentalen Kreis in A, vierpunktig beriihrt, 
wahrend die zu der Kugel um A, gehGrige Ellipse den Kreis in zwei Punkten beriihren 
mu8; die Kugel um A, artet schlieBlich in eine doppelt iiberdeckte Ebene aus. 
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Kapitel IX. 
Das Problem der Raumformen. 


§ 1. Die Raumformen der ebenen euklidischen Geometrie. 


A. Definition des Problems; die Zylinder- und die Kegelgeo- 
metrie. Das Problem der Raumformen entspringt aus der Tatsache, 
da8 durch die MaBverhaltnisse, die in einem begrenzten Raumstiick 
herrschen, die Geometrie in ihrer Gesamtausdehnung noch nicht ein- 
deutig festgelegt ist. Schneiden wir z. B. aus der euklidischen Ebene 
einen von zwei parallelen Geraden begrenzten Streifen aus und heften 
die einander gegeniiberliegenden Punkte seiner beiden Rander so an- 
einander, da8 ein Zylinder entsteht. Hierbei werden die Mafverhalt- 
nisse in einem geniigend kleinen Flachenteilchen in keiner Weise ge- 
andert; dagegen ist die Geometrie im groBen eine véllig andere ge- 
worden. 

Wit wollen uns in diese ,,Zylindergeometrie etwas weiter hinein- 
denken. Bei der Verbiegung in den Kreiszylinder geht eine gerade 
Linie dieses Streifens je nach ihrer Lage zu den begrenzenden Geraden 
entweder in eine Erzeugende des Zylinders, oder eine Schraubenlinie, 
oder schlieBlich in einen Meridiankreis tiber. Diese Kurven, welche 
die ,,geodatischen Linien‘?) des Zylinders darstellen, haben wir als die 
Geraden der betrachteten Geometrie anzusehen. In einem geniigend 
kleinen Flachenstiick erfiillen sie alle Axiome der euklidischen Geo- 
metrie; wenn wir jedoch den Zusammenhang im grofen betrachten, 
erhalten wir vollig neuartige Verhdltnisse. Denn zwei gerade Linien, 
etwa eine Erzeugende und eine Schraubenlinie, k6nnen unendlich viele 
Punkte gemeinsam haben; andere Geradenpaare, wie etwa eine Er- 
zeugende und eine Meridiankurve, bestimmen dagegen nur einen ein- 
zigen Schnittpunkt. Ferner gibt es in der Zylinderform ausgezeichnete 
gerade Linien, die eine endliche Lange besitzen, namlich die Meridian- 
kreise, wahrend alle tibrigen Geraden unendlich lang sind. 

Die betrachtete Geometrie kénnen wir noch auf andere Weise 
wiedergeben. Zunachst kénnen wir den Parallelstreifen, ohne ihn aus- 
zuschneiden und zusammenzuheften, auch dadurch als eine geschlossene 
Flache deuten, da8 wir diejenigen Randpunkte als identisch ansehen, 
die sich auf den beiden begrenzenden Geraden senkrecht gegeniiber- 
liegen (Abb. 179, in welcher zugeordnete Randpunkte mit tibereinstim- 
menden Buchstaben gekennzeichnet sind). In der Tat wird durch diese 
Forderung unmittelbar der Zusammenhang und die Geometrie des 
Zylinders dargestellt; wir haben dabei den Vorteil, die ganze Flache 


1) Vgl. Kap. X, S. 277. 


Die Raumformen der ebenen euklidischen Geometrie. 255 


in einer Ebene liegen lassen zu kOnnen. Um eine zweite Darstellungs- 
art zu gewinnen, denken wir uns die euklidische Ebene immer weiter 
um den Zylinder herumgewickelt, so da® sie in die ,,Uberlagerungs- 
flache“‘ des Zylinders itbergeht1). Wir erkennen dann, daB wir die be- 
trachtete Geometrie auch gewinnen kénnen, indem wir die Ebene in 
kongruente Parallelstreifen einteilen und entsprechend liegende Punkte 
dieser Streifen (etwa die in Abb. 180 mit A bezeichneten Punkte) als 
identisch ansehen. Bei der ersten Darstellungsart wird eine gerade 
Linie (im allgemeinen) durch ein System dquidistanter Parallelstrecken 
wiedergegeben (Abb. 179); denn die gerade Linie, die an einen Rand- 
punkt st6Bt, tritt bei dem zugeordneten Randpunkt des anderen Randes 


Abb. 179. Abb. 180, 


in derselben Richtung wieder in den Streifen ein. Bei der letzten Dar- 
stellungsart wird eine gerade Linie (im allgemeinen) zu einem System 
von unendlich vielen aquidistanten Geraden (Abb. 180), weil alle diese 
Geraden dieselbe Kurve auf dem Zylinder tberlagern. 

Die vorstehenden Betrachtungen zeigen, daB wir eine Geometrie, 
die in einem begrenzten Ebenenstiick herrscht, im allgemeinen noch auf 
verschiedene Weise unbegrenzt fortfiihren kénnen. Das Problem 
der Fortsetzung einer im Kleinen gegebenen Ma8bestimmung ins 
GroBe ist also hier nicht eindeutig lésbar, im Gegensatz zu dem Problem 
der analytischen Fortsetzung einer Funktion, die sich stets nur auf 
eine Weise durchfiihren laBt. Die verschiedenen Geometrien, die 
wir bei unserem Problem erhalten, wollen wir als die Raumformen der 
betreffenden Mabestimmung bezeichnen. Im besonderen wollen wir die 
oben betrachtete Geometrie die zwerseitige euklidische Zylinderform 
nennen*). Das Problem der Raumformen existiert natiirlich fiir alle 
MaBbestimmungen; wir wollen aber unsere Untersuchungen auf die 
euklidische und die beiden nichteuklidischen Geometrien beschranken. 


) Man sieht hierbei besonders deutlich, wie die Geraden der euklidischen 
Ebene in, die verschiedenen Geradenarten der Zylinderform iibergehen. 

*) Wir nennen diese Raumform ,,zweiseitig’’, weil die sie tragende Flache 
zweiseitig ist; auf S.262 werden wir auch eine einseitige Zylinderform kennen- 
lernen, die zu einer entsprechenden einseitigen Flache gehdrt. 
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Sehen wir uns neben der Zylinderform einmal einen euklidischen 
Kegel an, auf dem im Kleinen ebenfalls die Geometrie der euklidischen 
Ebene gilt. Hierzu schneiden wir aus der euklidischen Ebene ein 
Stiick aus, das durch zwei von demselben Punkt ausgehende Halb- 
strahlen begrenzt wird, und biegen das hierdurch entstandene 
Ebenenstiick zu einem Kreiskegel zusammen. Die Verhaltnisse in 
dieser Raumform kénnen wir in derselben Weise wie bei der Zylin- 
derform diskutieren. Wahrend aber die letzte Raumform iiberall 
regular ist, erhalten wir bei der Kegelform einen singulaéren Punkt, 
namlich die Spitze. In der zugehdrigen Geometrie kommt diese Sin- 
gularitat dadurch zum Ausdruck, daB die Winkelsumme um den ent- 
sprechenden Punkt herum nicht den Wert 2, sondern einen anderen 
Wert besitzt. Ein Punkt, der durch die Struktur der zugehdérigen 
Geometrie in dieser Weise vor den anderen Punkten ausgezeichnet 
ist, wird als Stigma bezeichnet. Seine Umgebung laBt sich nicht 
,langentreu‘, d. hy unter Erhaltung aller Ma®verhaltnisse, auf die volle 
Umgebung eines Punktes der euklidischen Ebene abbilden, in ihr gilt 
also nicht die euklidische Geometrie. Da derartige ,,inhomogene™ 
Raumformen, welche Stigmata haben, fiir die Anwendungen der Geo- 
metrie kaum eine Bedeutung besitzen, wollen wir uns auf die ,,homo- 
genen’ Raumformen beschranken, ber denen kein Punkt wrgendwie vor 
den anderen ausgezeichnet ist"). 

Eine Raumform der ebenen euklidischen (bzw. elliptischen oder 
hyperbolischen) Geometrie ist, um es endgiiltig zu formulieren, folgender- 
maen definiert: Sie ist eine auf einer unberandeten Fldache erklarte 
Mafbestimmung von der Art, daB sie 1. in der Umgebung jedes Punktes. 
mit dey Geometrie eines Stiickes der euklidischen (bzw. elliptischen oder 
hyperbolischen) Ebene identisch ist, und daB man 2. auf jeder threr Gera- 
den von jedem Punkt aus in jeder der beiden Richtungen jede beliebige 
Strecke abtragen kann. Durch die plausible zweite Forderung werden 
gewisse uninteressante Méglichkeiten ausgeschlossen; so bezeichnet man 
ihr zufolge z. B. die in einer affinen x-y-Ebene tiberall regulare, in der 
Umgebung jedes Punktes elliptische Geometrie, die man durch Aus- 
schlieBen einer Geraden aus der elliptischen Ebene erhalt, nicht als ellip- 
tische Raumform. Das Auftreten geschlossener Geraden ist mit der 
Forderung 2 durchaus vertraglich. 

B. Die Raumform der Cliffordschen Flache. Neben dem Zylinder 
und der euklidischen Ebene selbst, die wir auch als Raumform zu 
bezeichnen haben, ist uns noch eine dritte ebene euklidische Raumform 
begegnet: die Cliffordsche Flache (vgl. S. 247). Ihre Entdeckung war 
fiir Klein der AnlaB, sich mit dem Problem der Raumformen zu be- 


1) Zahlreiche weitere Beispiele fiir inhomogene Raumformen sind in dem 
Buch von Willing: Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie Bd. 1, Paderborn 
1893, angefiihrt. 
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schaftigen, das man daher als das Clifford-Kleinsche Raumproblem zu be- 
zeichnen pflegt. Alles, was eben wber die Darstellung der Zylinder- 
form gesagt wurde, lat sich unmittelbar auf die Raumform der Clif- 
fordschen Flache itibertragen. Wir kénnen diese Raumform einmal 
durch einen Rhombus darstellen (vgl. S. 247), wobei wir je zwei Rand- 
punkte, welche einander auf die in Abb. 181 angegebene Weise zu- 
geordnet sind, als identisch anzusehen haben; die vier Eckpunkte ent- 
sprechen dabei einem einzigen Punkt. Ferner kénnen wir die Clifford- 
sche Raumform dadurch gewinnen, da8 wir die euklidische Ebene in 
ein Netz von Rhomben einteilen (vgl. S. 246) und entsprechend liegende 
Punkte, wie etwa die in Abb. 182 angegebenen, als identisch ansehen. 
Und schlieBlich laBt sich diese Raumform auf einer Cliffordschen Flache 
des elliptischen Raumes wiedergeben, genau so, wie wir die zweiseitige 


Abb. 181. Abb. 182, 


Zylinderform auf einem Zylinder des euklidischen Raumes dargestellt 
hatten. Da die Cliffordsche Flache den Zusammenhang eines Ringes 
besitzt (vgl. S. 69), wird die betrachtete Raumform auch als zwerseitige 
Ringform bezeichnet. 

C. Zusammenhang mit der Gruppentheorie. Es entsteht die Auf- 
gabe, alle Raumformen der ebenen euklidischen Geometrie anzugeben?). 
Die Lésung dieses Problems wird durch einen Zusammenhang zwischen 
der Theorie der Raumformen und der Gruppentheorie sehr erleichtert. 
Zur naheren Erklarung kniipfen wir an die Darstellung der Zylinder- 
form vermittelst der Uberlagerungsflache (S. 255) an. Wir hatten die 
Ebene in kongruente Parallelstreifen eingeteilt und zwei in diesen Streifen 
entsprechend liegende Punkte als identisch erklaért. Dabei ist unter 
entsprechender Lage folgendes zu verstehen: Sind (vgl. Abb. 180) die 


1) Dieses allgemeine Problem ist zuerst von Klein und Killing untersucht 
worden; Klein: Zur nichteuklidischen Geometrie. Math. Ann. Bd. 37, 1890; wieder 
abgedruckt in Kleins Ges. Math. Abh., Bd. I, S. 371; Killing, 1.c. Ferner ist es 
von Hopf behandelt worden: Zum Clitford-Kleinschen Raumproblem. Math. Ann. 
Bd. 95, 1925. — Klein tibersieht aber die einseitige Zylinderform, Killing sogar 
beide einseitige Formen. Das Killingsche Resultat findet sich mehrfach auch in 
der modernen Literatur wiedergegeben, vgl. etwa Coolidge: The elements of non- 
euclidean geometry, Clarendon Press, 1909, S. 240. — Pasch-Dehn: Vorlesungen 
tibey neuere Geometrie, Berlin 1926, S. 208. Beziiglich der Tatsache, daB finf 
Raumformen der angegebenen Art existieren, s. z. B. Hopf 1.c. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie, 17 
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Streifen parallel zur y-Achse und von der Breite a, so liegen zwei 
Punkte entsprechend, wenn sie durch eine Translation der Ebene 
parallel zur x-Achse um ein Vielfaches von a zur Deckung gebracht 
werden kénnen. Die Gesamtheit dieser Bewegungen, die man als die 
Decktransformationen des Zylinders bezeichnet, bilden eine Gruppe; sie 
heiBt die Fundamentalgruppe des Zylinders; jeder der Parallelstreifen 
heiBt ein Fundamentalbereich. 

Ganz ahnlich legen die Dinge bei der Cliffordschen Flache, wie 
die Betrachtung der Abb. 182 lehrt: Auch hier sind die Decktransfor- 
mationen Translationen der Ebene und fe eine Gruppe; Funda- 
mentalbereiche sind die Rhomben. 

Die hier auftretenden Gruppen sind diskontinwierlich, d. h. sie han- 
gen nicht — im Gegensatz zu den in Kapitel III betrachteten kontinu- 
ierlichen Bewegungsgruppen — von einem sich stetig andernden Para- 
meter ab. Sie sind ferner in der ganzen euklidischen Ebene eigentlich 
diskontinuierlich, d. h. es gibt keine Haufungsstelle von Punkten, 
die sich im Sinne der Gruppe entsprechen. 

Allgemein erkennen wir folgenden Zusammenhang zwischen der- 
artigen Gruppen und Raumformen: Jede eigentlich diskontinmerliche 
Gruppe von fixpunktfreren starren Transformationen (d.h. Bewegungen 
und Umlegungen) der euklidischen Ebene definiert eine (homogene) ebene 
euklidische Raumform durch die Festsetzung, dab einander entsprechende 
Punkte als identisch zu betrachten sind. Die Bedingung der ergentlichen 
Diskontinuitat ist notwendig, da wir bei den uneigentlich diskontinuier- 
lichen Gruppen an den Haufungsstellen einander entsprechender Punkte 
keine Fundamentalbereiche konstruieren kénnen. Weiter ist die Be- 
dingung beziiglich der Fixpunkte notwendig, um Stigmata zu vermei- 
den; so definiert z. B. die Gruppe der vier Drehungen von 90° um einen 
Punkt einen Kegel, dessen Spitze dem Drehungszentrum entspricht 
und ein Stigma ist. 

D. Die Aufstellung aller euklidischen Raumformen. Durch das 
Aufsuchen von Gruppen der geschilderten Art wird man also auf 
Raumformen gefiihrt; es gilt weiter der Satz, dab man auf diese Weise 
zu allen ebenen euklidischen Raumformen gelangt'). Damit ist das Pro- 
blem, alle diese Raumformen zu finden, im Prinzip gelést. Die Auf- 
stellung der Gruppen ist sehr leicht, da solche, die Drehungen ent- 
halten, wegen der Forderung der Fixpunktfreiheit von vornherein aus- 
scheiden. Die Decktransformationen der méglichen Gruppen — ab- 
gesehen von der nur aus der Identitaét bestehenden Gruppe der 
Ebene selbst — lassen sich, was wir dem Leser zu beweisen iberlassen, 
in einem rechtwinkligen x, y-Koordinatensystem bei Benutzung einer 
geeigneten Langeneinheit folgendermaBen darstellen: 


1) Den Beweis iibergehen wir hier. Er ist zuerst von Killing (l. c.) gefiihrt 
worden; eine neue Darstellung findet sich bei Hopf (1. c.). 
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Gruppe der ,, zwetseitigen Zylinder- Gruppe der ,,zwetsettigen Ring- 
form: form“: 
Se ea pee aN (6+0) 
eer: sey ir uae 
Gruppe der ,,einseitigen Zylinder- Gruppe der ,,einseitigen Ring- 
jorm‘: form: 
3. Ramet tT 4. mites ee (a0) 
a Ay y y=ytn 


aund 6 sind fest gegebene Konstante, wahrend m und m der Reihe nach 
alle ganzen Zahlen durchlaufen und damit die verschiedenen Bewegungen 
der Gruppe ergeben. 

Hieraus folgt, da es im ganzen fiinf homogene Raumformen der 
ebenen euklidischen Geometrie gibt. Bekannt sind uns bereits die gewdhn- 
liche euklidische Ebene, die zweiseitige Zylinderform und ein Spezialfall 
der zweiseitigen Ringform. Neu ergeben sich die etmseitige Zylinder- 
und die emseitige Ringform, die wir gleich untersuchen werden. 

Zur Kennzeichnung der verschiedenen Gruppen 
von. Bewegungen benutzt man am besten wieder den 
Fundamentalbereich der zugehorigen Gruppe. Hierunter 
versteht man, wie wir schon an zwei Beispielen sahen, 
ein Teilstiick der Ebene, welches durch die Bewegungen 
der Gruppe derartig reproduziert wird, daB die ganze 
Ebene gerade einmal tiberdeckt wird. Allerdings ist 
der Fundamentalbereich durch die zugehérige Gruppe 
keineswegs eindeutig bestimmt; so kénnen wir z. B. aus 
dem Parallelstreifen auf der einen Seite ein véllig be- 
liebiges Stiick herausschneiden, wenn wir es nur auf der 
anderen Seite an der entsprechenden Stelle wieder anfiigen (Abb. 183). 
Natiirlich wird man aber versuchen, den Fundamentalbereichen eine 
moglichst einfache Gestalt zu geben. 

Bei den angegebenen Gruppen sind die Fundamentalbereiche leicht 
zu bestimmen. Bei den Gruppen 1 und 3 kénnen wir ihnen die Gestalt 
eines Parallelstreifens, bei den Gruppen 2 und 4 die eines Parallelo- 
grammes geben (in den Abb. 184—187 ist je einer dieser Bereiche durch 
Schraffieren hervorgehoben). Um die entsprechenden Gruppen von starren 
Transformationen zu erhalten, mtissen wir die Fundamentalbereiche der 
Abb.184—187 durch euklidischeTransformationen ineinander tiberfiihren. 
Die zugehérigen Raumformen ergeben sich, wenn wir Punkte, die einander 
bei dieser Zuordnung entsprechen, als identisch ansehen (vgl. die ana- 
logen Uberlegungen bei der zweiseitigen Zylinderform S. 255). Da unter 
den Bewegungen der Abb. 186 und 187 Spiegelungen vorhanden sind, 
miissen die zugehérigen Raumformen einseitig sein. In der Tat sind 


Ayhe 


Abb. 183. 


260 


Das Problem der Raumformen. 


| fiat a 


Abb. 184. 1. Zweiseitige Zylinderform. Abb. 185. Zweiseitige Ringform. 


Abb. 186. Einseitige Zylinderform. Abb. 187. Einseitige Ringform. 


etwa die beiden in Abb. 188 angegebenen Drehrichtungen 1 und 2 auf 
Grund unserer Festsetzungen identisch; wenn wir aber die Drehrich- 


©) 
) 


tung 2 in die Nahe von 1 verschieben, erhalten 
wir einander entgegengesetzte Drehrichtungen, 
wodurch nach S. 15 die Einseitigkeit definiert 
wird. 

Die verschiedenen Raumformen kénnen wir 
nun auch erhalten, indem wir die Randpunkte 
eines Fundamentalbereiches, die einander durch 
die Gruppe zugeordnet sind, als identisch ansehen 
und dadurch den Fundamentalbereich in sich 
selbst schlieBen (Abb. 189—192, in denen sich 


Abb. 188. 
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Abb. 189. Abb. 190. Abb. 191, Abb. 192. 
1. Zweiseitige 2. Zweiseitige Ringform. 3. Einseitige 4, Einseitige Ringform, 
Zylinderform, Zylinderform. 
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entsprechende Randpunkte durch gestrichelte Linien verbunden sind). 
Bei der zweiseitigen Zylinderform kénnen wir durch geeignete Ab- 
anderung des Fundamentalbereiches auch erreichen, da8 sich die in 
bezug auf die Begrenzung senkrecht gegentiber- 
legenden Randpunkte entsprechen. Weiter wollen 
wir hervorheben, daB die vier Ecken der beiden 
Parallelogramme in Abb. 190 und 192 je einem , 
einzigen Punkt entsprechen. Der Leser mége sich ‘7 3 
davon tiberzeugen, daB dieser Punkt kein Stigma Abb. 193. 
ist; in der Tat betragt die Winkelsumme um 
diesen Punkt herum 360° (Abb. 193, in der die einander entsprechen- 
den Randpunkte fir den Fundamentalbereich der Abb. 190 durch 
ubereinstimmende Ziffern gekennzeichnet sind). 

SchlieBlich kann man auch noch die Randpunkte der Fundamental- 
bereiche wirklich in der vorgeschriebenen Weise vereinigen und so die 
Raumformen durch geschlossene Flachen darstellen. Wir beginnen 


Abb, 194. Abb. 195. 


mit der zweiseitigen Ringform. Wenn der Fundamentalbereich ein 
Rechteck ist (Abb. 194), erhalten wir durch die vorschriftsmaBige 
Zusammenfiigung der beiden Seiten 1, 2 und 3, 4 eine an beiden Seiten 
offene Réhre (Abb. 195). Genau dieselbe Operation kénnen wir auch 
auf ein Parallelogramm anwenden; hierbei gehen die beiden aneinander- 
zuheftenden Parallelogrammseiten in eine Schraubenlinie auf der Réhre 
uber, wie man am einfachsten anschaulich durch die entsprechende 
Zusammentftigung eines Papierstticks erkennt. Die weitere Vereinigung 
der beiden offenen Enden ist im dreidimensionalen euklidischen Raume 
nicht ohne Verzerrungen méglicht). Wir kénnen uns aber helfen, in- 


1) In einer vierdimensionalen euklidischen Mannigfaltigkeit ist eine solche 
Zusammenbiegung ohne Verzerrung der MaBverhaltnisse moglich. Sind %,, 7, 73, %q 
rechtwinklige Parallelkoordinaten in der Mannigfaltigkeit, so wird durch: 

4%, = C0sd; #, = sin&, 7, = cosf, #, = sing 
eine derartige Flache dargestellt. Die euklidische Ebene l4Bt sich also glatt auf 
eine bestimmte endliche Flache einer vierdimensionalen euklidischen Mannigfaltig- 
keit aufwickeln, genau so wie wir sie im dreidimensionalen euklidischen Raum auf 
einen Zylinder anfwickeln kénnen. Vgl. Killing: Einfithrung in die Grundlagen der 
Geometrie. Bd. I. Paderborn 1833. 
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dem wir die Réhre zu einer Ringflaiche verzerren (Abb. 196), hierbei 
aber alle MaBverhdltnisse in genau der gleichen Weise mit verzerren. 
Wir werden also auf dem Ring nicht den nach euklidischem Ma 
gleich langen Kurven eine itbereinstimmende Lange zuschreiben, son- 
dern solchen Kurven, die vor der Verzerrung diese Eigenschaft be- 
saBen. Ist das Fundamentalparallelogramm speziell ein Rhombus, so 
erhalten wir gerade die Geometrie der Cliffordschen Flache. 

Bei der einseitigen Ringform erhalten wir durch Zusammenfiigung - 
der beiden’ gleichgerichteten Seiten des Parallelogrammes eine Réhre, 


Abb, 197. Abb. 198. 


deren Enden aber einander in umgekehrter Weise wie bei der zwei- 
seitigen Ringform zugeordnet sind (Abb. 197). Um diese Randpunkte 
in der vorgeschriebenen Weise zu vereinigen, mtissen wir die Réhre ein- 
mal durch sich selbst hindurchstecken!) (Abb. 198); dabei tritt eine 
Selbstdurchdringungskurve auf, die bei den randlosen 
einseitigen Flachen im euklidischen dreidimensionalen 
Raum unvermeidlich ist. 

Der Fundamentalbereich der einseitigen Zylinderform 
1aBt sich ebenfalls unter geeigneten Verzerrungen in der 
vorschriftsmaBigen Weise zusammenfiigen; hierbei muf 
wieder notwendig eine Selbstdurchdringungskurve auf- 
treten. Diese Flache stellt ein in geeigneter Weise in 
das Unendliche fortgesetztes Moebiussches Band dar, 
wie man am besten erkennt, wenn man sich auf die 
Zusammentfigung des in Abb. 199 schraffierten Teiles beschrankt. 

E. Der Zusammenhang zwischen einander entsprechenden ein- 
und zweiseitigen Raumformen. Zum Schlu8 wollen wir darauf hin- 
weisen, daB man jede der beiden einseitigen Raumformen auch dadurch 
aus der zugeh6rigen zweiseitigen ableiten kann, da man je zwei geeignete 


Abb. 199. 


1) Diese Flache ist von A/Jein als erstes Beispiel einer einseitigen geschlossenen 
Flache angegeben worden; wir wollen sie daher den Kleinschen Schlauch nennen. 
Vgl. Klein: Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihve Integrale, 
Leipzig 1882; wieder abgedruckt in Kleins Ges. Math. Abh., Bd. III, S. 571. 
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Punkte als identisch ansieht. Wir beginnen mit der Zylinderform. Den 
Fundamentalbereich wahlen wir derartig, daB je zwei Randpunkte, die 
auf einer zu der Begrenzung senkrechten Geraden liegen, einander ent- 
sprechen, und sehen sodann solche Punkte P und P’ 
des Fundamentalbereiches als identisch an, fiir die 
AB = MB’ und BP = B’P’ ist (Abb. 200). Man erkennt 
unmittelbar, daB wir hierdurch aus der zweiseitigen eine 
einseitige Zylinderform erhalten. — Bei der Ringform 
gehen wir von einem rechteckigen Fundamentalbereich 
aus, den wir zunachst (um Ubereinstimmung mit Abb.187 
und 192 zu erhalten) durch Abschneiden eines gleich- 
schenkligen Dreieckes und Hinzufiigung desselben Drei- 
eckes an der entsprechenden Stelle in die in Abb. 201 
wiedergegebene Gestalt tiberftihren. Sodann sehen : 
wir wieder solche Punkte P und P’ als identisch an, re 
fiir die AB=A'B’ und BP=B’ P’ ist, wodurch wir 4 : 
in der Tat eine einseitige Ringform erhalten. NN 
Aus diesen Uberlegungen folgt weiter, daB wir Bi a 
die einseitigen Raumformen auch folgendermaBen 
darstellen kénnen. Bei der Zylinderform greifen 
wir einen festen Punkt P der Zylinderachse heraus und sehen die- 
jenigen Punktepaare des Zylinders als identisch an, welche auf einer 


Abb, 201. 


Abb. 202. Abb, 203. 


durch diesen Punkt gehenden Geraden liegen. Man kann leicht er- 
kennen, da der Zylinder durch diese Festsetzung zu einer einseitigen 
Flache wird. Denn zuniachst sind die beiden Drehrichtungen 1 und 2, 
die durch den Doppelkegel der Abb. 202 bestimmt werden, identisch; 
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durch eine Verschiebung der Drehrichtung 2 in 3 auf dem Zylinder erhal- 
ten wir aber eine zu der ersten entgegengesetzte Drehrichtung. Um von 
der zweiseitigen Ringform zu der einseitigen zu kommen, miissen wir die 
Punkte auf die in Abb. 203 angegebene Weise als identisch erklaren, 
wodurch sich ebenfalls eine einseitige Flache ergibt!). — Diese Uber- 
legungen sind deshalb von besonderem Interesse, weil sie uns zeigen, 
daB der uns wohlbekannte Zusammmenhang zwischen der elliptischen und 
spharischen Geometrie (vgl.S.152) nichts AuBergewohnliches ist, vielmehr 
in der gleichen Weise auch bei den euklidischen Raumformen auftritt. 


§ 2. Die Raumformen der ebenen elliptischen 
und hyperbolischen Geometrie. 


In entsprechender Weise wie in der euklidischen Geometrie 1aBt 
sich das Problem der homogenen Raumformen in der ebenen elliptischen 
und hyperbolischen Geometrie behandeln. Auch hier laBt sich zeigen, 
daB das Problem, alle Raumformen zu finden, identisch mit der Auf- 
gabe ist, alle eigentlich diskontinuierlichen-Gruppen starrer Transfor- 
mationen anzugeben, die keinen Fixpunkt besitzen. Dabei handelt es 
sich im elliptischen Fall um Transformationen der Kugel?), im hyper- 
bolischen um solche der hyperbolischen Ebene. 

A. Die elliptischen Raumformen. Besonders einfache Verhaltnisse 
ergeben sich in der ebenen elliptischen Geometrie, in der nur zwet ver- 
schiedene Raumformen méglich sind, nimlich die gewohnliche elliptische 
Geometrie und die sphirische Geometrie, deren Beziehungen zueinander 
wir bereits eingehend auf S.151 bis 153 betrachtet haben. Im be- 
sonderen weisen wir nochmals darauf hin, daB sich diese Raumformen 
in derselben Weise auseinander ableiten lassen, wie die zueinanderge- 
horigen ein- und zweiseitigen Raumformen der euklidischen Geometrie. 
Die beiden Raumformen der elliptischen Geometrie besitzen einen end- 
lichen Inhalt; ein Analogon zu der unendlichen euklidischen und hyper- 
bolischen Ebene existiert nicht. 

Die elliptische Geometrie entsteht aus der spharischen durch 
Identifizierung von je zwei zueinander diametralen Punkten der Kugel. 
Die Behauptung, daB die elliptische und die spharische Geometrie die 
einzigen hierhergehérigen Raumformen sind, ist daher nach oben 
genannten Satzen gleichbedeutend mit der Aussage, da die einzige 
Gruppe starrer Transformationen der Kugel mit den oben formuler- 
ten Eigenschaften diejenige ist, welche auBer der identischen Transfor- 


1) Es ist hierbei notwendig, von einer zweiseitigen Ringform auszugehen, 
die ein Rechteck als Fundamentalbereich besitzt. 

2) DaB man mit Transformationen der elliptischen Ebene nicht auskommt, 
ergibt sich bereits daraus, daB sich aus ihr die Kugel nicht in der angegebenen 
Weise als eliiptische Raumform darstellen laBt. 
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mation nur noch die Transformation enthalt, die jeden Punkt in seinen 
Diametralpunkt iiberfiihrt. Die Richtigkeit dieser Aussage ergibt sich 
folgendermaBen: Jede Bewegung der Kugel in sich besitzt Fixpunkte; 
eine in Frage kommende Gruppe kann daher (auf er der Identitat) nur 
Umlegungen enthalten; da zwei Umlegungen zusammen eine Bewe- 
gung liefern, kann sie nur eine einzige Umlegung U enthalten, deren 
einmalige Wiederholung U? die Identitat sein muB. Wie man leicht 
sieht, gibt es nur zwei Typen derartiger Umlegungen: Die Spiege-— 
lungen an Ebenen durch den Mittelpunkt, die wegen des Vorhanden- 
seins von Fixpunkten ausscheiden, und ferner die obengenannte Trans- 
formation. 

B. Die hyperbolischen Raumformen. Im hyperbolischen Fall ist 
die Antwort auf die Frage nach den Raumformen nicht ganz so ein- 


Abb. 205. 


fach wie in der euklidischen und in der elliptischen Geometrie. Wahrend 
es namlich in diesen beiden Geometrien nur je eine geschlossene zwei- 
seitige Raumform gibt, namlich die Kugel und den Ring, existieren un- 
endlich viele geschlossene, zweiseitige, zweidimensionale hyperbolische 
Raumformen. 

Um dies beweisen zu kénnen, erinnern wir an die wichtigsten Tat- 
sachen aus der Topologie der geschlossenen Flachent). Eine Kugel 
mit p angesetzten Henkeln heiBt eine (zweiseitige) Flache vom ,,Ge- 
schlecht‘‘ #; durch stetige Transformationen kénnen wir diesen Flachen 
die in Abb. 204 dargestellte Gestalt geben; die Kugel und der Ring 

1) Zar Orientierung dienen etwa folgende Biicher: Klein: Elementarmathe- 


matik II. Hurwitz-Cowvant: Funktionentheorie (2. Aufl.). v. Kerékjdrté: Vor- 
lesungen iiber Topologie, I. Weyl: Die Idee der Riemannschen Flache. 
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haben im besonderen das Geschlecht 0 bzw. 1. Jede Flache vom Ge- 
schlecht p (p= 1) 1aBt sich durch Aufschneiden langs 2 p geeignet ge- 
wahlten, durch einen festen Punkt A laufenden einfach geschlossenen 
Kurven, die sich auBer in A nicht wieder treffen, zu einem einfach 
zusammenhangenden, einen einzigen Rand besitzenden Flachensttick 
machen. Diese Kurven haben wir in Abb. 205 fiir # = 1, 2 und 3 ein- 
gezeichnet; fiir # = 2 haben wir durch Pfeile den Weg angedeutet, den 
“man zu durchlaufen hat, wenn man Jangs eines Ufers der Schnittkurve 
immer weitergeht. Wenn wir die aufgeschnittene Flache auseinander- 
breiten, werden aus A 4 verschiedene Randpunkte, aus jedem anderen 
Punkt der Schnittkurve genau zwei Randpunkte des Flachenstiicks. 
Dieses 1a8t sich nun so in ein ebenes 4 #-Eck verzerren, da jeder der 
Schnittkurven auf der Flache zwei Polygonseiten, dem Punkt A alle 
Ecken entsprechen, wahrend im iibrigen die Abbildung der Flache auf 


ey ay 


a, by 


a3 2; 
Abb, 206, p=3 


das Polygon eineindeutig ist. In Abb. 206 sind diese Polygone fiir 
p = 1, 2 und 3 dargestellt. Durch Vergleich mit Abb. 205 folgt, daB 
man hierbei die Polygonseiten einander in folgender Weise zuzuordnen 
hat: Man setze auf dem Rande des 4-Ecks einen Durchlaufungssinn 
fest und bezeichne die Seiten der Reihe nach mit a,, b,, a, 0j, ds, 
bg, a5, 05, .-+, Gn, bn, &,, 0,,; dann ordne man fiir jedes » die Seite a, 
derart der Seite a, zu, daB sich entgegengesetzte Durchlaufungssinne ent- 
sprechen, und verfahre genau so mit den 0, und 0, (Abb. 206). — 
Das angegebene Verfahren 1aBt sich natiirlich auch in umgekehrter 
Reihenfolge ausftihren: Wir gehen von einem 4f-Eck aus und ver- 
zerren es unter Zusammenftigung der einander zugeordneten Seiten in 
eine geschlossene Flache vom Geschlecht #, so wie es uns fiir den Fall 
p =1 bereits gelaufig ist (vgl. Abb. 194—196, S. 261). 

Wir behaupten nun, dap jede Flache mit p=2 als hyperbolische 
Raumform aufgefaBi werden kann, d.h. daB sie sich mit einer uiberall 
regularen hyperbolischen Mafbestimmung versehen laBi, genau wie die 
Flache vom Geschlecht = 1 eine ewklidische Raumform lieferte. 
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Um dies zu beweisen, betrachten wir zuniichst ein beliebiges reguli- 
res 4 #-Eck der hyperbolischen Ebene. Wir schneiden es aus und heften 
die Seiten paarweise nach der oben angegebenen Vorschrift zusammen; 
dabei betrachten wir die hyperbolische Metrik als unverdnderlich ge- 
geben. Sie iibertragt sich also auf die Flache vom Geschlecht #; es 
bleibt aber zu untersuchen, ob sie in der Umgebung jedes Punktes 
der Schnittkurven, langs denen jetzt verschiedene Polygonseiten zu- 
sammengeheftet werden, regular ist. In den von A verschiedenen 
Punkten ist dies gewiB der Fall. Kritisch ist nur der Punkt A selbst: 
hier wird eine vorschriftsmaBige Winkelmessung!) dann und nur dann 
moglich sein, wenn die Winkelsumme des Polygons 2 z ist. Wir haben 
also nur zu zeigen, daB es in der hyperbolischen Ebene ein regulares 
4 p-Eck mit der Winkelsumme 22 gibt. 

Hierzu konstruieren wir um einen beliebigen Punkt im Innern 
des Fundamentalkegelschnittes ein im Sinne der hyperbolischen Geo- 
metrie regulares 4 -Eck; der Radius des dem 4 #-Eck umbeschrie- 
benen Kreises sei (hyperbolisch gemessen) gleich 7. Wenn wir 7 ge- 
nugend klein wahlen, kommt die Winkelsumme dem Wert 22 (2 — 1) 
beliebig nahe, da ihr Unterschied von der Winkelsumme eines eukli- 
dischen 4-Ecks proportional dem Flacheninhalt abnimmt (vgl. S. 201). 
Wenn wir den Radius gréBer werden lassen, wird die Winkelsumme 
kleiner. Wenn schlieBlich ry unendlich gro8 geworden ist, das 4p-Eck 
also dem Fundamentalkegelschnitt einbeschrieben ist, ergibt sich die 
Winkelsumme Null. Da nun die Winkelsumme in stetiger Weise von 
dem Radius 7 abhangt, mu8 fiir jedes }=2 ein bestimmter Wert 7 
existieren, fiir den die Winkelsumme gerade 27 betragt?). Damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Die betrachteten hyperbolischen Raumformen lassen sich auch 
mittels der oben eingefiihrten Begriffe der Fundamentalgruppe und 
des Fundamentalbereichs darstellen: Wie wir friiher die euklidische 
Ebene mit einem Netz von Parallelogrammen bedeckten, so kénnen 
wir die hyperbolische Ebene mit einem Netz von 4 p-Ecken (pf = 2) 
bedecken, die alle untereinander kongruent sind und die Winkel- 
summe 2 a haben. Jedes dieser 4 #-Ecke ist Fundamentalbereich einer 
eigentlich diskontinuierlichen Gruppe fixpunktfreier hyperbolischer Be- 
wegungen, welche das Netz in sich itiberfithren und die betreffende 
Raumform definieren (vgl. auch S. 313). Die Moglichkeit, ein solches 
Netz und die zugehérige Gruppe zu konstruieren, ist elementargeome- 
trisch unmittelbar einzusehen. 


1) Die Langenmessung macht nirgends Schwierigkeit. 

2) Die Flachen vom Geschlecht 0 sind hier nicht mit behandelt, da sie sich 
nicht durch ein 4/-Eck darstellen lassen; sie gestatten keine hyperbolische 
MaS8bestimmung. Die Flachen von Geschlecht 1 kommen nicht in Betracht, weil 
kein Viereck der hyperbolischen Ebene die Winkelsumme 22 besitzen kann. 
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Durch eine leichte Verallgemeinerung kénnen wir auch einseitige 
geschlossene Raumformen der hyperbolischen Geometrie vom Geschlecht p 
gewinnen. Wir brauchen hierzu nur zwei bestimmte Kanten, die einander 


Abb. 207. Abb. 208. 


zuordnen (Abb. 207). Es ist dies genau dasselbe Verfahren, das wir in 
den Abb. 190 und 192 angewandt haben, um von der zweiseitigen 
Ringform zur einseitigen Ringform zu gelangen. Da8 die Flache durch 
diese Umanderung einseitig geworden ist, ergibt sich, indem wir einen 
Kreis mit Drehsinn tiber die so veranderten Kanten schieben. Wenn 
wir das betrachtete einseitige 4 -Eck zu einer geschlossenen Flache zu- 
sammenfiigen, mu8 einer der bisherigen Henkel nach Art des Kleinschen 
Schlauches (Abb. 198) durch sich selbst durchgesteckt werden (Abb. 208). 
Bei den ebenen hyperbolischen Raumformen von unendlicher Aus- 
dehnung wollen wir uns auf ein besonders einfaches Beispiel beschran- 
xy ken. Wir ziehen 2 gerade Linien, 
ee aN deren Schnittpunktesaimtlich auBerhalb 
¥ des Fundamentalkegelschnittes liegen 
(Abb. 209), und ordnen die Punkte der 

so entstandenen im Sinne der hyper- 


ora . bolischen Geometrie unendlich langen 
aes “ . Strecken einander in geeigneter Weise 
zu. Durch die vorschriftsmaBige Zu- 

=< sammenfiigung der Randpunkte erhal- 

Bess ten wir dann je nach der Art der Zu- 


ordnung eine zweiseitige oder einseitige 
Raumform. Diese erstreckt sich nach bestimmten Richtungen hin in 
das Unendliche, wahrend sie nach andern Richtungen hin in sich 
selbst zurticklauft (entsprechend wie die Zylinderform der euklidischen 
Geometrie). Durch Antragung hyperbolisch kongruenter Stiicke an den 
betrachteten unendlichen Fundamentalbereich erhalten wir ebenfalls 
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eine Einteilung der hyperbolischen Ebene in kongruente Stiicke, die sich 
beliebig weit fortsetzen 1aBt. 


§ 3. Die Raumformen der dreidimensionalen Geometrien. 


Die Raumformen der dreidimensionalen Geometrien sind analog 
denen in zwei Dimensionen definiert. Auch fiir sie gelten die in den 
§§4 und 2 formulierten Satze tiber den Zusammenhang mit Gruppen 
starrer Transformationen im euklidischen, hyperbolischen bzw. ,,spha- 
rischen“‘ Raum. Auf den letzteren werden wir sogleich zuriickkommen. 
Mit Hilfe der Darstellung durch Fundamentalbereiche lassen sich auch 
in drei Dimensionen alle Uberlegungen in elementarer Weise durch- 
fahren, 

Als Beispiel fiir die homogenen Raumformen der dreidimensionalen 
euklidischen Geometrie fiithren wir die Raumform an, welche entsteht, 
wenn wir einander gegeniiberliegende Rand- 
punkte eines Wiirfels (wie etwa die beiden 
Punkte A in Abb. 210) als identisch ansehen. 
Diese Raumform besitzt in derselben Weise 
wie die Ringform der ebenen euklidischen 
Geometrie evnen endlichen Inhalt. 

Auch auf die Untersuchung der homo- | 
genen Raumformen der dreidimensionalen 
nichteuklidischen Geometrien wollen wir nur 
ganz kurz eingehen. Der ,,spharische Raum“, 
von dem oben die Rede war, ist die Verall- 
gemeinerung der Kugeloberflache. Wir legen 
also eine euklidische vierdimensionale Mannigfaltigkeit zugrunde und 
fiihren in ihr rechtwinklige Parallelkoordinaten %,, %,%3,%, ein; dann 
ist der spharische Raum als Gesamtheit derjenigen Punkte der Mannig- 
faltigkeit definiert, deren Koordinaten die Gleichung x;-+-x3-+-x3-+-xj=1 
erfiillen. Indem man jeden Punkt des spharischen Raumes mit dem Dia- 
metralpunkt, d.h. dem Punkt mit entgegengesetzt gleichen Koordinaten, 
fiir identisch erklart, gelangt man zu dem elliptischen Raum. Der Zu- 
sammenhang zwischen den beiden Raumen ist also ganz derselbe wie der 
zwischen Kugel und elliptischer Ebene; lange Zeit herrschte Unklarheit 
uber die Notwendigkeit und die Art der Unterscheidung der beiden Rau- 
me?). AuSer ihnen gibt es, im Gegensatz zu dem zweidimensionalen Fall, 
noch unendlich viele andere dreidimensionale elliptische Raumformen?) ; 
diese sind samtlich geschlossen und von endlichem Volumen. — In 
bezug auf die hyperbolische Geometrie wollen wir nur hervorheben, 


Abb. 210. 


1) S. Klein: Zur Nicht-euklidischen Geometrie: Math. Ann. Bd. 37, 1890 
oder Ges. Abh. I, S. 353. 
2) Killing 1.c.; Hopf 1.c. Die Aufzahlung bei Killing ist unvollstandig. 
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daB eine geschlossene dreidimensionale hyperbolische Raumform von 
endlichem Volumen bis jetzt nicht gefunden zu sein scheint. 

Bei der Anwendung der Geometrie auf die AuBenwelt (Kapitel VII, 
§ 6) mu8 die Méglichkeit der homogenen Raumformen in Betracht 
gezogen werden. Nichthomogene Raumformen wird man dagegen aus- 
schlieBen, da die Inhomogenitat des Raumes eine Komplikation dar- 
stellt, zu der wir durch die bisherigen Erfahrungen in keiner Weise 
gezwungen werden. Besonders hervorheben wollen wir hierbei folgendes: 
Aus dey Annahme, daB der uns umgebende Raum eine euklidische oder 
hyperbolische Struktur aufweist, lapt sich keineswegs folgern, daB dieser 
Raum eine unendliche Ausdehnung besitzt; denn die euklidische Geometrie 
ist z. B. durchaus mit der Annahme einer endlichen Raumausdehnung 
vertraglich, ee Tatsache, die man frither tibersehen hat. Diese Még- 
lichkeit, dem. Weltall auch bei beliebiger Struktur einen endlichen In- 
halt zuzuschreiben, ist besonders wertvoll, weil die Vorstellung einer 
unendlichen Ausdehnung, die zunachst als wesentlicher Fortschritt des 
menschlichen Geistes betrachtet wurde, mannigfache Schwierigkeiten, 
z. B. bei dem Problem der Massenverteilung, mit sich bringt. Man sieht 
hieraus, wie tief alle diese Uberlegungen in die kosmologischen Pro- 
bleme eingreifen. 


Dritter Teil. 


Die Beziehungen 
der nichteuklidischen Geometrie 
zu anderen Gebieten. 


Kapitel X. 


Die Geschichte 
der nichteuklidischen Geometrie; 
Beziehungen zur Axiomatik und zur 
Differentialgeometrie. 


§ 1. Die Elemente Euklids und die Beweisversuche des 
Parallelenaxioms. 


In den beiden ersten Teilen dieses Buches haben wir die nicht- 
euklidische Geometrie auf der Grundlage der projektiven Geometrie 
entwickelt. Dieser Weg ist der bequemste Zugang, schlieBt sich aber 
keineswegs an die historische Entwicklung an. Wir wollen daher in 
diesem Kapitel iiber die Geschichte der nichteuklidischen Geometrie be- 
richten, wobei wir zugleich mannigfache Beziehungen zu anderen 
mathematischen Disziplinen kennenlernen werden. 

Die Geschichte der nichteuklidischen Geometrie beginnt mit Ewklid, 
der etwa um 300 v. Chr. gelebt hat). In dem ersten Buch seiner Elemente 
der Geometrie gibt er die Erklarung: Parallel sind gerade Linien, die in der- 
selben Ebene liegen, und nach beiden Seiten hin in das Unbegrenzte ver- 
liingert, auf keiner Seite zusammentreffen. Dem Parallelenaxiom selbst gibt 
Euklid die folgende Gestalt: Endlich, wenn eine Gerade zwei Gerade 
tyifft und mit thnen auf derselben Seite innere Winkel bildet, die zusammen 


1) An Euklid-Ausgaben zitieren wir: Heiberg: Euklidis Elementa, Teubner 1883 
(diese Ausgabe enthalt nur den griechischen und lateinischen Text); ferner fir 
die hier! in Frage kommenden Satze die deutsche Ubertragung in dem Buche 
von Engel und Stdckel: Die Theorie dey Parallellinien von Euklid bis auf GauB, 
Leipzig 1895. — Beziigl, allgemeiner Orientierung tiber Euklid und die Rolle der 
Axiome usw. vgl. man Klein: Elementarmathematik IT. 
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kleiner sind als zwei Rechte, so sollen die beiden Geraden, ins Unendliche 
verlingert, schlieBlich auf der Seite zusammentreffen, auf der die Winkel 
liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind. 

Gegeniiber den anderen Axiomen Euklids, die eine iiberraschend 
einfache Gestalt besitzen, erscheint die Aussage des Parallelenaxioms 
unnatiirlich kompliziert. Infolgedessen sind vom Altertum bis in die 
Neuzeit immer wieder Versuche unternommen worden, die Geometrie 
ohne Benutzung des Parallelenaxioms aufzubauen. Alle diese Arbeiten 
wollen also das Parallelenaxiom aus den anderen Voraussetzungen der 
euklidischen Geometrie ableiten. Wir wissen heute, daB diese Ver- 
suche von vornherein zum Scheitern verurteilt sind. Denn in der 
hyperbolischen Geometrie sind alle Voraussetzungen der euklidischen 
Geometrie mit Ausnahme des Parallelenaxioms erfillt; daraus folgt 
aber, daB das Parallelenaxiom nicht aus den anderen Axiomen ab- 
geleitet werden kann, da andernfalls die hyperbolische Geometrie einen 
Widerspruch enthielte. Alle solche ,,Beweise‘‘ beruhen daher auf Trug- 
schliissen, in denen mehr oder weniger offen an Stelle des zu beweisenden 
Axioms ein gleichwertiges Axiom eingefiihrt wird. 

Von besonderer Bedeutung ist dabei der folgende Umstand: Wenn 
das Parallelenaxiom fortgelassen wird, sind noch drei verschiedene Geo- 
metrien méglich, namlich die elliptische, die euklidische und die hyper- 
bolische Geometrie. Nun benutzten aber Euklid und seine Nachfolger 
immer die unausgesprochene Voraussetzung, da die gerade Linie eine 
unendliche Lange besitzt und somit nicht in sich selbst geschlossen ist}). 
Infolge dieser unausgesprochenen Voraussetzung kénnen sie die elliptische 
Geometrie auch ohne Benutzung des Parallelenaxioms ausschlieBen. Dies 
geschieht bei dem Beweis des Satzes, da8 der AuBenwinkel im Dreieck 
stets gréBer als jeder der beiden gegeniiberliegenden Innenwinkel ist, ein 
Lehrsatz, der in der elliptischen Geometrie nicht erfiillt ist. Den Beweis er- 
bringt Euklid, indem er durch eine einfache geometrische Konstruktion 


Abb. 211. Abb. 212, 


(AE = EC, BE = EZ, Abb. 211) den Innenwinkel BAC = & an den 
Schenkel AC des AuBenwinkels ACD antrégt. Inder Tat folgt dann (an- 


1) In Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie‘ ist die elliptische Geometrie © 
durch die ,,Zwischen‘‘-Axiome ausgeschlossen. 
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schaulich) unmittelbar, daB der AuBenwinkel gréBer als der Innenwinkel 

. ist. Da aber noch nicht bewiesen ist, daB die gerade Linie nicht ge- 
schlossen ist, bleibt (logisch) die Méglichkeit offen, bei der Abtragung 
der Strecke EZ —= BE von der anderen Seite her in die Nahe des 
Punktes Bzukommen (Abb. 212), wodurch die bisherigen Schliisse hin- 
fallig werden. Diese letzte Konstruktion ist der unbefangenen An- 
schauung zunachst so widersprechend, daB sie véllig auBerhalb des 
Zieles liegt, welches sich Euklid bei der Abfassung seiner Elemente ge- 
steckt hatte. 

Von den zahlreichen Versuchen, das Parallelenaxiom aus den 
anderen euklidischen Axiomen zu beweisen, wollen wir zwei besonders 
‘interessante herausgreifen1). Pvoclos, der um 400 n. Chr. einen Kom- 
mentar zu den Elementen Euklids geschrieben hat, schlagt vor, die 
euklidische Erklarung der parallelen Linie aufzugeben und diese statt 
dessen durch die bestandige Gleichheit des Abstandes von einer anderen 
Geraden zu definieren. Dieses Verfahren ist in die meisten Lehrbiicher 
des 16. und 17. Jahrhunderts ttbergegangen. Hierbei wird aber still- 
schweigend angenommen, daf die Punkte gleichen Abstandes von einer 
Geraden wiederum eine Gerade bilden, eine Behauptung, die ohne Parallelen- 
axiom nicht bewiesen werden kann, da sie in der elliptischen und hy- 
perbolischen Geometrie nicht richtig ist (vgl.S.216 u. 225), und die 
daher als besonderes Axiom formuliert werden miiBte. Dieses Axiom 
ist dem Parallelenaxiom gleichwertig, da es in derselben Weise wie 
dieses die elliptische und hyperbolische Geometrie ausschlieBt. 

Der Englander Wallis (1616—1703) beweist das Parallelenaxiom, 
indem er von der Annahme ausgeht, da$ sich zu jedem Dreieck ein ahn- 
luches in beliebig grofem Mafstab zeichnen lasse. Dabei ist er der An- 
sicht, daB dieser Satz kein neues Axiom sei, sondern sich aus den tibrigen 
Axiomen Euklids ableiten lasse: nach S. 486 sind aber in den beiden 
nichteuklidischen Geometrien keine Ahnlichkeitstransformationen vor- 
handen, so daB die Voraussetzung von Wallis ebenfalls dem Parallelen- 
axiom gleichwertig ist. 

Eine neuartige Einstellung gegeniiber dem Parallelenaxiom finden 
wir bei dem Italiener Saccheri, einem Jesuiten, der von 1667—1733 gelebt 
hat. Sein Buch tragt den bezeichnenden Titel: Euclides, ab omni naevo 
vindicatus, sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima ipsa universae 
geometriae principia*). In diesem Buch gibt Saccheri der Parallelenfrage 
folgende neue Wendung. Wenn das Parallelenaxiom keine Folge der 


1) Den Leser, der sich naher mit diesen Untersuchungen beschaftigen will, 
verweisen wir auf Engel und Stdckel: Die Theorie dey Parallellinien. von Euklid 
bis auf GaupB, Leipzig 1895; in diesem Werk sind die in Betracht kommenden 
Arbeiten in deutscher Ubertragung abgedruckt. 

2) Der von jedem Makel befreite Euklid oder ein geometrischer Versuch, die 
Voraussetzungen der ganzen Geometrie zu begriinden. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. ; 18 


274 Die Geschichte der nichteuklidischen Geometrie. 


ubrigen Voraussetzungen der euklidischen Geometrie ist, wenn man 
seine Giiltigkeit also offen 1a8t, kénnten in einem Viereck ABCD, 
das in A und B rechte Winkel besitzt und bei dem ferner AC = BD 
ist, die Winkel bei C und D entweder beide spitz oder beide stumpf 
sein (Abb. 213). Macht man eine dieser beiden Annahmen, die Saccheri 
als die Hypothese des spitzen oder des stumpfen Winkels bezeichnet, so 
lassensich hieraus weitere geometrische Folgerungen ziehen. 
Um die Richtigkeit des Parallelenaxioms zu beweisen, an 
der Saccheri nicht gezweifelt zu haben scheint, mu8 man 
zeigen, daB jede dieser Annahmen zu einem Widerspruche 
fihrt. Dies gelingt ihm ohne Schwierigkeiten bei der 
Hypothese des stumpfen Winkels, welche der elliptischen © 
Geometrie entspricht (da hier die Winkelsumme im Drei- 
eck gréBer als z ist). Bei der Hypothese des spitzen Win- 
kels mu er die Folgerungen ziemlich weit treiben, wobei 
er zu einer Reihe von Satzen gelangt, die man gewdhnlich Legendre, 
Lobatschefskij und J. Bolyai zuschreibt. 

In ahnlicher Weise wie Saccheri ist spater Lambert vorgegangen 
(1728—1777), hat aber die verschiedenen Hypothesen noch bedeutend 
weiter als jener verfolgt. Sein diesbeziigliches Werk: Die Theorie der 
Parallellinien, ist erst 1786 nach seinem Tode herausgegeben worden. 

Besondere Bedeutung fiir die weitere Entwicklung besitzt der Gét- 
tinger Mathematiker Kaestner (1719—1800). Unter seiner Beihilfe ent- 
stand die heute noch wertvolle Dissertation seines Schiilers Kligel+) 
(1739—1812): Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demon- 
stvandt recensio etc.”), in welcher etwa 30 Beweisversuche des Parallelen- 
axioms als Trugschliisse nachgewiesen werden. Er kommt zu dem Er- 
gebnis: ,,DaB das Parallelenaxiom erfiillt ist, wissen wir nicht infolge 
strenger Schliisse oder vermége deutlicher Begriffe von der geraden oder 
krummen Linie, vielmehr durch Erfahrung und das Urteil unserer 
Augen.“ In einem Nachwort sagt Kaestner, ,,da8 gegenwartig nur 
iibrigbleibe, offen, wie es Hiitern reiner Wahrheit gezieme, die Forde- 
rung Euklids als solche auszusprechen; niemand, der bei gesunden 
Sinnen sei, werde sie ja bestreiten wollen“. 


Abb, 213. 


§ 2. Die axiomatische Begriindung der hyperbolischen 
Geometrie. 


Im Laufe der im vorigen Paragraphen geschilderten Entwicklung 
der Parallelentheorie war man schlieBlich zu der Vermutung gekommen, 
daB sich das Parallelenaxiom nicht aus den anderen euklidischen 


1) Kitigel hat ein friher allgemein bekanntes Mathematisches Worterbuch 
verfaBt, das eine alte ,, Enzyklopadie der Mathematischen Wissenschaften“ darstellt. 
2) Kritik der wichtigsten Versuche, das Parallelenaxiom zu beweisen. 
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Axiomen beweisen 14Bt. Der entscheidende Fortschritt, der zu Be- 
ginn des 19. Jahrhunderts gemacht wurde, besteht in der Entdeckung, 
daB es neben der euklidischen Geometrie noch eine andere Geometrie, 
eben die hyperbolische Geometrie, gibt, in der zu jeder geraden Linie 
durch einen gegebenen Punkt zwei Parallelen méglich sind. Wahrend 
Saccheri und Lambert noch versucht hatten, in den Geometrien, denen 
eine veranderte Fassung des Parallelenaxioms zugrunde lag, einen 
Widerspruch zu finden, bemiiht man sich also jetzt gerade umgekehrt, 
eine dieser Geometrien vollig auszubauen und zu zeigen, daB sie genau 
so widerspruchsfrei in sich ist wie die euklidische Geometrie. Dieser 
Nachweis ist gleichbedeutend mit der Bestaitigung der Vermutung, 
daB das euklidische Parallelenaxiom keine Folge der tibrigen Axiome 
sei; die Weiterentwicklung der Parallelentheorie kommt also auf 
eine vollige Umstellung der bisherigen Gedankengaénge hinaus. Wenn 
man sich diesen Gegensatz der beiden Anschauungen klarmacht, er- 
scheint es nur zu verstandlich, daB die Entdecker der nichteuklidischen 
Geometrie zundchst von der Mitwelt nicht verstanden wurden. 

Diese Periode der nichteuklidischen Geometrie ist durch drei groBe 
Namen gekennzeichnet: Gau8, Lobatschefskij und Johann Bolyai. 
GauB (4777—1855), dessen Namen wir an die Spitze stellen, hat ttber 
seine Untersuchungen nur Andeutungen in Briefen gemacht, weil er nach 
einem klassisch gewordenen Zitat ,,das Geschrei der Béotier fiirchtete“‘. 
Aus dem Gaufschen Nachla®B ist festgestellt worden'), daB sich GauB 
schon in seiner Jugendzeit eingehend mit dem Parallelenaxiom be- 
schaéftigt und nach langerem Schwanken und Zweifel jedenfalls von 1817 
an eine klare Erkenntnis der hyperbolischen Geometrie gewonnen hat. 
In der Gedenkschrift: GauB zwm Geddchtnis, die Sartorius von Walters- 
hausen unmittelbar nach dessen Tode verfaft hat, gelangten die ersten 
kurzen Andeutungen tiber die Anschauiungen von GauB in die Offent- 
lichkeit, blieben aber zunachst véllig unbeachtet. 

Die beiden anderen Forscher, der Russe Lobatschefskij (1793—1856) 
und der Ungar Johann Bolyai (1802—1860) haben ihre Untersuchungen 
iiber die nichteuklidische Geometrie in mehreren Arbeiten ausfihrlich 
dargestellt, die aber ebenfalls zunachst véllig unbeachtet blieben. 
Lobatschefskij ist Professor an der russischen Universitat Kasan ge- 
wesen und hat von 1829 an tiber die Parallelentheorie publiziert?). Der 


1) Stdckel: GauB als Geometer, GauB’ Werke Bd. X 2, Abh. 4. 
2) Lobatschefskij hat folgende Schriften iiber die Parallelentheorie ver- 
6ffentlicht: 

1. Eine Reihe von Arbeiten in russischer Sprache in den Schriften der Uni- 
versitat Kasan (von 1829 an); zwei dieser Abhandlungen sind von Engel ins 
Deutsche jibersetzt worden: N. J. Lobatschefskij: Zwei geometrische Abhandlungen, 
Leipzig 1898/99; in diesem Buche befindet sich auch eine Lebensbeschreibung 
von Lobatschefskij. 

2. Géometrie imaginaire, Crelles Journ. Bd. 17. Die gleichzeitig erschienene 


18* 
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Vater von Johann Bolyai, Wolfgang Bolyai (1775—1856), war ein 
Jugendfreund von Gau8 und ist auch spater in brieflichem Verkehr 
mit ihm geblieben. Wolfgang Bolyai hat sein ganzes Leben auf 
das Studium der Parallellinien verwandt, ohne einen Erfolg zu er- 
zielen. Trotzdem er seinem Sohn von der Beschaftigung mit diesem 
Problem abriet, stiirzte sich der junge Bolyai mit Feuereifer darauf 
und gelangte 1823 zur Aufstellung der hyperbolischen Geometrie. Seine 
Untersuchungen sind als Anhang zu einem lateinisch geschriebenen Lehr- 
buch seines Vaters verdffentlicht worden?). 

Die allgemeine Aufmerksamkeit wurde auf die Probleme der nicht- 
euklidischen Geometrie erst gelenkt, als 1860 und in den folgenden 
Jahren der Briefwechsel zwischen GauB und dem Altonaer Astronomen 
Schuhmacher herausgegeben wurde. Dort findet sich u. a. in Bd. 2 auf 
S. 268 ein Brief vom 12. Juli 1831, in dem GauB seine Ansicht iiber die 
hyperbolische Geometrie ausfiihrlich auseinandersetzt und auferdem 
folgende drei Resultate mitteilt: Es gibt in der hyperbolischen Geo- 
metrie Dreiecke, deren Winkelsumme beliebig klein ist (vgl.S.201). Es 
gibt in der hyperbolischen Geometrie keine Ahnlichkeit der Figuren, 
sondern nur Kongruenz (vgl.S. 186). SchlieBlich stellt er auch noch 
einen Ausdruck fiir die Lange des Kreisumfanges in der hyperbolischen 
Geometrie auf (vgl.S.199). Durch die Herausgabe dieses Briefwechsels 
wurde weiteren Kreisen bekannt, da8 Gau8 von der Widerspruchs- 
freiheit der hyperbolischen Geometrie iiberzeugt war. Unter dem 
Druck dieser Erkenntnis gelangte die nichteuklidische Geometrie zu 
neuem Ansehen; man sammelte die AuBerungen, die GauB iiber sie 
hinterlassen hatte, und holte die Arbeiten von Lobatschefskij und 


tussische Ausgabe ist von Liebmann ins Deutsche iibersetzt worden, da sich die 
beiden Texte nicht véllig decken: N. J. Lobatschefskijs imagindre Geometrie und 
Anwendung der imagindren Geometrie auf einige Integrale, Leipzig 1904. 

3. Geometrische Untersuchungen zur Theorie dey Parallellinien, Berlin 1840; 
ein kleines, ziemlich unansehnliches Buch. 

4. Pangeometrie, 1855, gleichzeitig in franzésischer und russischer Sprache 
erschienen. In dieser Arbeit gibt Lobatschefskij eine systematisch aufgebaute 
Bearbeitung seiner Untersuchungen. Deutsch in Ostwalds Klassikern der exakten 
Wissenschaften, Bd. 130. 

Ferner vergleiche man die Gesammelten Werke Lobatschefskijs, 2 Bde., Kasan 
1883 und 1886. Der erste Band enthalt die russischen, der zweite die deutschen 
und franzésischen Publikationen. Augenblicklich wird in RuSland eine neue 
Ausgabe der gesammelten Werke vorbereitet. 

1) Wolfgang Bolyai: Tentamen juventutem studiosam in elementa Matheseos 
purae introducendi (Versuch, die studierende Jugend in die Elemente der reinen 
Mathematik einzufiithren); mit einem Anhang von Johann Bolyai: Appendix 
scientiam spatii absolute veram exhibens (Anhang, die absolut wahre Raumlehre 
enthaltend), 1832/33. 

Ferner nennen wir an dieser Stelle ein zweibandiges Werk von Stdckel: Wolf- 
gang und Johann Bolyai: Geometrische Untersuchungen, Leipzig 1913; in dem 
ersten Bande findet sich eine eingehende Lebensbeschreibung der beiden Manner. 
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Johann Bolyai aus der Vergessenheit hervor, in die sie allmahlich geraten 
waren. 

Bei diesen Untersuchungen stellte man fest, da8 neben GauB, 
Lobatschefskij und Johann Bolyai noch zwei andere Forscher zu stellen 
sind, namlich Schweikart und Taurinus?). Schwetkaryt war Jurist und be- 
schaftigte sich in seinen MuBestunden mit Geometrie. Hierbei gelangte 
er schon 1816 zu einer vom Parallelenaxiom unabhangigen_,,Astral- 
geometrie‘‘; der Name soll besagen, daB diese Geometrie evtl. im Bereich 
der Fixsterne gelten kénne. Eine Notiz tuber die Schweikartschen 
Untersuchungen ist durch Gerling an Gauf geschickt worden, der 
sich hierititber sehr anerkennend auBerte. Taurinus (1794—1874) war 
- ein Neffe von Schweikart, und gelangte 1824 zur Entwicklung der hyper- 
bolischen Geometrie. Sein Gedankengang lauft ahnlich wie der von 
Saccheri und Lambert; letzten Endes stellt er sich aber immer auf den 
Boden der euklidischen Geometrie und sucht deren Giiltigkeit zu be- 
weisen. Dies ist um so wunderbarer, als er die Widerspruchslosigkeit 
der hyperbolischen Geometrie klar erkannt, die zugehérige Trigono- 
metrie entwickelt und auf eine Reihe von Aufgaben mit Erfolg an- 
gewandt hat. 

Die axiomatischen Untersuchungen dieser Periode sind unanschau- 
lich und sehr schwer zu verstehen, so daB man treffend von dem ,,Ur- 
waldgestritpp der Lobatschefskijschen Rechnungen‘‘ sprechen kann. 
Die projektive MaBbestimmung, die wir in den ersten Teilen des vor- 
liegenden Buches kennengelernt haben, bahnt eine bequeme StraBe 
durch diesen Urwald, so daB zum Verstandnis der nichteuklidischen Geo- 
metrie und insbesondere auch zum Nachweis ihrer Widerspruchsfreiheit 
das Studium der schwierigen Untersuchungen dieser Periode iberfliissig 
geworden ist. Um so mehr miissen wir den Scharfsinn der Forscher be- 
wundern, welche, ohne ein anschauliches Bild der in Frage kommenden 
Verhaltnisse zu besitzen, sich doch zu einem klaren Endergebnis durch- 
gerungen haben. 


§ 3. Die Grundlagen der Flachentheorie. 


Die weitere Entwicklung der nichteuklidischen Geometrie ist durch 
das Hinzutreten differentialgeometrischer Gesichtspunkte bestimmt. 
Wir wollen in diesem Paragraphen die flachentheoretischen Satze an- 
fiihren, die zum Verstandnis dieses Zusammenhanges notwendig sind. 

Auf jeder Flache im euklidischen Raum sind gewisse Kurven 
ausgezeichnet, die als geodétische Linien bezeichnet werden. Sie sind 
durch die Eigenschaft bestimmt, daB die Lange einer derartigen Kurve 
zwischen zwei hinreichend benachbarten Flachenpunkten kleiner ist als 
die Lange aller benachbarten Kurven auf der Flache, welche diese 


1) Vgl. GauB’ Werke Bd. X 2, Abh. 4, Stéckel: GauB als Geometer, S. 31. 
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Punkte miteinander verbinden'). Die Aufgabe, die geodatischen Linien 
za bestimmen, fiihrt nach den Methoden der Variationsrechnung auf 
ein System von recht komplizierten Differentialgleichungen. Im Fall 
der Ebene sind die geodatischen Linien, wie sich aus ihrer Definition 
ergibt, die Geraden der Ebene. Unter der auf der Flache gemessenen 
Entfernung zweier Flachenpunkte verstehen wir die Kurvenlange der 
zugehoérigen geodatischen Linie. 

Zwei Fldchen werden als aufeinander abwickelbar bezeichnet, wenn 
man die Punkte der einen so auf die Punkte der anderen beziehen 
kann, daB die (auf der Flache gemessenen) Entfernungen je zweier ein- 
ander entsprechender Punkte gleich sind; die Abwicklung zweier Flachen 
aufeinander stellt sich also als langentreuwe Abbildung der einen Flache 
auf die andere dar. Wenn wir uns ein kleines Stiick der einen Flache 
aus einem undehnbaren, aber beliebig verbiegbaren Stoff hergestellt 
denken, kénnen wir dieses unter einer geeigneten Verbiegung glatt auf das 
entsprechende Stiick der anderen Flache auflegen, die wir uns als véllig 
starr denken. Wenn wir diesen Versuch bei zwei beliebigen Flachen 
ausfthrten, wiirde die erste Flache im allgemeinen entweder zerreiBen 
oder sich zusammenfalten. 

Von besonderer Bedeutung sind die auf der Ebene abwickelbaren 
oder developpablen Fldchen, welche man auch kurz abwickelbare 
Flachen nennt. Zu ihnen gehdren im besonderen die Zylinder und 
die Kegel. Eine Figur, die auf einer developpablen Flache eingezeich- 
net ist, kénnen wir durch die Abwicklung mit einer entsprechen- 
den Figur der euklidischen Ebene zur Deckung bringen; vom zwei- 
dimensionalen Standpunkt aus, d.h. wenn wir nur die auf den 
Flachen herrschenden Maf8verhaltnisse betrachten, sind diese Figuren 
somit als kongruent anzusehen. Auf den abwickelbaren Flichen gilt 
daher genau wie in der Ebene die euklidische Geometrie, nur miissen wit 
statt von den Geraden der Ebene von den geodatischen Linien der 
Flache sprechen, da diese bei der Abwicklung in die geraden Linien 
der Ebene iibergehen. Wir wollen uns bei diesen Betrachtungen immer 
auf geniigend -kleine Flachenstiicke beschranken; denn im Grofen 
kénnen die abwickelbaren Flachen, wie z. B. der Kreiszylinder, einen 
ganz anderen Zusammenhang als die euklidische Ebene besitzen (vgl. 
Kapitel IX). 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB zwei 
Flachen aufeinander abwickelbar sind, ergibt sich, wenn wir das 
Bogenelement der Flache betrachten. Eine Flache sei in einem 
rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem x, y, z durch die Gleichungen: 


% = Fb, We “VY Ba, 2) 2p (102, 0) 


1) ,,Im GroBen‘' brauchen geodiatische Linien diese sie charakterisierende 
Eigenschaft nicht zu haben. Beispiel: die Kugel und ihre GroBkreise. — Naheres 
s. z. B. Blaschke: Differentialgeometrie I, § 83. 
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gegeben, wobei wir die drei Funktionen als stetig und zumindest 
zweimal differenzierbar voraussetzen. Auf dieser Flache ist eine be- 
stimmte Kurve festgelegt, wenn wir eine Gleichung zwischen den 
Parametern oder ,,Flachenkoordinaten“ w und v ansetzen: yw (u,v) =0. 
Insbesondere bezeichnen wir die beiden Kurvenscharen uw = const und 
v=const als die Koordinatenkurven der gewihlten Darstellungsart. Wenn 
wir eine Transformation: 


U NON (he Oy 0) ==" (ee) 


mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante ausfiihren, er- 
halten wir: iB adh 
FH, OY == TN Wn Cs ae (ORO) 


Diese Gleichungen bestimmen genau dieselbe Flache, nur sind wir jetzt 
za einem anderen System von Koordinaten tibergegangen. 

Die Lange einer Flachenkurve p(w, v) = 0 oder u = /(v) zwischen 
den beiden Kurvenpunkten w,, v, und #,, v, wird durch das Integral: 


L=fas ieee pdy pda we p2Fdudy -Gdv 


=fy a cee +6 dv 


Yy 


bestimmt, wobei die GréBen E, F, G die folgenden, eindeutig gegebenen 
Funktionen von w und v sind: 


: 4, ay ; (< ay 
p= (5 iM Onl” Vela)” 
pach OF, , OF, OF, | OF; OF; 
Ou dv Ou Ov du Ov’ 
Ga] + (aa) + Ge) 
Aer ly Ov a Ov]. 
Den Ausdruck ds bezeichnet man als das zu der gegebenen Flache 
gehoérige Bogenelement; er stellt sich als Quadvatwurzel aus einer Funk- 
tion zweiten Grades der Koordinatendifferentiale dar. Das Bogenelement 
ist eindeutig gegeben, sobald man sich auf eine bestimmte Darstellung 
der Flache festgelegt hat. Es ist von Wichtigkeit, daf die quadra- 
tische Form ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? stets positiv definit rst (vgl. 
S. 67); denn sie 14Bt sich nach ihrer Definition in eine reine Quadrat- 
summe ds? = dx? + dy? + dz? uberfihren. 
Die Bedingung fiir die Abwickelbarkeit zweier Flachen kénnen wir 


jetzt im der folgenden Form aussprechen: Zwei Fldchen mit den Bogen- 
elementen; 


d?=Edvwv+2Fdudv+Gdv? und ds?=E'dw2+2F'dwdv+Gadv’? 
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sind dann und nur dann aufeinander abwickelbar, wenn zwer Funktionen 
wu = Y,(u, v), v = Po(u, v) existieren, mit deren Hilfe der zweite Differen- 
tialausdruck in den ersten tiberftihrt wird: ds? = ds’?. 

Fiir unsere weiteren Uberlegungen ist der Begriff des ,,Kriimmungs- 
maBes‘‘ von besonderer Bedeutung. Legen wir durch drei Punkte einer 
ebenen Kurve einen Kreis, und lassen dann die drei Punkte unbeschrankt 
immer naher zusammenriicken, so nahert sich der Kreis einer bestimmten 
Grenzlage, dem sogenannten Kriimmungskreis; sein Radius heiBt Kriim- 
mungsvadius und dessen reziproker Wert die Kriimmung der Kurve an der 
betreffenden Stelle. 

Wenn wir in einem nicht singulaéren Punkte einer Flache die Nor- 
male errichten, schneidet jede durch die Normale hindurchgehende 
Ebene aus der Flache eine ebene Kurve aus, die man als Normalen- 
schnitt bezeichnet. Wir greifen nun einen festen Punkt P der Flache 
heraus und betrachten alle durch ihn laufenden Normalenschnitte. 
Es ist méglich, daB die zu P gehérigen Kriimmungen aller dieser Nor- 
malenschnitte iibereinstimmen, wie es z. B. bei allen Punkten der Kugel 
der Fall ist; ein solcher Punkt wird als Nabelpunkt der Flache be- 
zeichnet. Im allgemeinen Fall gibt es dagegen zwei ausgezeichnete 
aufeinander senkrecht stehende Normalenschnitte, deren Kriimmungen 
ein Maximum bzw. ein Minimum bilden. Die zugehérigen Kriimmungs- 
radien R, und R, werden als die Hauptkriimmungsradien und ihre rezi- 
proken Werte a und x als die Hauptkriimmungen der Flache in dem 
betreffenden Punkts Tonics Das KriimmungsmaB K in einem 
bestimmten Flachenpunkt wird als Produkt der beiden Hauptkriim- 
mungen: 1 

Kiya eae 
definiert. EES: 

Die Mittelpunkte der beiden Hauptkriimmungskreise eines Flachen- 
punktes P kénnen entweder auf ein und derselben Halbnormalen (Abb. 214) 
oder auf verschiedenen Halbnormalen (Abb. 215) liegen1). Wenn wir fiir 


Abb. 214. Abb. 215. 


1) In den Abbildungen 214 und 215 liegen die Normalenschnitte, die zu den bei- 
den Hauptkriimmungsradien gehéren, senkrecht bzw. wagerecht. In Abb. 215 zeigt 
der Hauptkriimmungsradius, der zu dem senkrechten Normalenschnitt gehért, nach 
rechts, und derjenige, der zu dem wagerechten Normalenschnitt gehért, nach links. 
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die Punkte der einen Halbnormale ein positives, fiir die der anderen 
Halbnormale ein negatives Vorzeichen der Entfernung von P festsetzen, 
ist die Kriimmung der ersten Flachenart positiv, die der zweiten Flachenart 
negativ. Man unterscheidet derartige Flachenstiicke daher als positiv und 
negativ gekrtimmt; statt dessen werden auch die Bezeichnungen elliptische 
und hyperbolische Kriimmung gebraucht. Ein Flachenstiick positiver Kriim- 
mung k6nnen wir derartig auf eine Ebene legen, daB die Ebene die Flache 
berthrt; bei den Flachenstiicken negativer Kriimmung ist dies dagegen 
nicht méglich, da hier die Tangentialebenen die Flache reell schneiden. 

Den Ubergang zwischen den Flachenpunkten positiver und negativer 
Kriimmung bilden die Flachenpunkte, bei denen ein Hauptkriimmungs- 
mittelpunkt unendlich fern hegt; diese Punkte besitzen eine verschwin- 
dende Flachenkriimmung und werden als parabolisch gekriimmt bezeichnet. 
Die einfachsten Beispiele liefern die Ebene, die Zylinder und die Kegel, 
die in samtlichen regularen Flachenpunkten parabolisch gekriimmt sind. 

Wenn wir die Flache auf die S. 278 angegebene Weise darstellen 
und die Abkiirzungen £, F, G von S. 279 benutzen, ergibt sich als ana- 
tytischer Ausdruck der Kriinvmung?) : 


hoe d Me] E(E,G, —2F,G, + G) 


( 
2)2 
Ee EY § G(t,c, 27, By ED 
PB Gy — EG, 4) — 2h Gy — 2 Fp E>) 
Ass ang = Gun) 


Es gilt also der wichtige Satz, das sog. , theorema egregium‘‘ der Flachen- 
theorie, daB K nur von den GréBen £, F, G undihren Ableitungen abhangig 
ist. Wenn nun zwei Flachen langentreu aufeinander bezogen werden kénnen, 
miissen nachS. 280 die GréBen E, F, G fiir beide Flachen bei Bezugnahme auf 
ein geeignetes System von Koordinatenkurven identisch sein; dann mu8 
aber auch die Kriimmung der Flachen an entsprechenden Stellen tiberein- 
stimmen, da diese nur von den GréBen E, F, G abhangt. Dte Gleichheit 
des KniimmungsmaBes an evnander entsprechenden Stellen ist also eine 
notwendige (aber 1m allgemeinen micht hinreichende) Bedingung fir die 
Abwickelbarkeit zweier Flichen aufeinander. Aus diesem Satz ergibt sich 
im besonderen, da sadmtliche auf die Ebene abwickelbare Flachen viberall 
eine verschwindende Kriimmung besitzen?). 

Historisch geht die Theorie der krummen Flachen auf Euler (1707 
bis 1783) und Monge?®) (1746—1818) zuriick. Monge hat in seinem Werk: 


1) GauB’ Werke Bd. IV, Disquisitiones circa superficies curvas, S. 236. 

2) In diesem Fall (wie tiberhaupt bei den Flachen konstanter Kriimmung, 
vgl. S. 285) ist die Ubereinstimmung des KriimmungsmaB8es auch hinreichend fir 
die Abwickelbarkeit der betreffenden Flachen aufeinander. Alle Flachen, deren 
samtliche Punkte eine verschwindende Kriimmung besitzen, sind somit auf die 
Ebene abwickelbar. 

2) Vgl. die Bemerkungen tiber die Mongesche Schule S. 10. 
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Application de lVanalyse a la géométrie, das zuerst 1807 erschien, vor 
allem die Frage nach der Abwickelbarkeit einer Flache auf die Ebene 
untersucht. Die weiteren Satze dieses Paragraphen stammen von Gauf, 
dessen berithmte Abhandlung: Disqwisitiones generales circa superficies 
curvas+) 1828 in Band 6 der Géttinger Abhandlungen erschien. 


§ 4. Der Zusammenhang der ebenen 
nichteuklidischen Geometrie mit der Flachentheorie. 


Die Flachen, deren Krimmungsma8 in samtlichen Punkten den 
gleichen Wert besitzt, bezeichnet man als Flachen konstanter Kriimmung. 
Da sie in engen Zusammenhang mit der nichteuklidischen Geometrie 
stehen, miissen wir uns naher mit ihnen beschaftigen. Diese Flachen 
werden durch schwierige Differentialgleichungen festgelegt, deren 
Loésung bis heute nur fiir besonders einfache Spezialfalle gelungen 
ist"). So lassen sich z. B. alle Fldchen von verschwindender Kniimmung 
ermitteln; wir erhalten hier vier Typen, namlich die Ebene, die Zy- 
linder, die Kegel und diejenigen Flachen, die von den Tangenten einer 
Raumkurve beschrieben werden. Weiter hat Minding alle Rota- 
tionsflachen konstanter Kriimmung bestimmt’). Aus dem GauSschen 
NachlaB wissen wir, daB Gauf diese Flachen bereits im Jahre. 1827 
berechnet hatte; er hat aber hieriiber, genau wie tiber die nichteukli- 
dische Geometrie nicht das geringste publiziert*). Im folgenden wollen 
wir tiber die Mindingschen Resultate kurz referieren. 

Wenn wir die Achse der Rotationsflache zur Z-Achse wahlen, und 
den senkrechten Abstand eines Flachenpunktes von ihr mit 7 bezeichnen, 
mu die Meridiankurve einer Flache von konstanter positiver Kriim- 


mung —. die Gleichung: 
a 


besitzen, wobei b eine willkiirliche Konstante darstellt. Je nach der 
Wahl der Konstanten b ergeben sich drei verschiedene Formen der 
Meridiankurven, die in Abb. 216 dargestellt sind. Die erste der zu- 
gehérigen Flachen besteht aus aneinandergereihten spindelférmigen 
Teilen, die letzte aus ibereinander gelagerten Wiilsten, die in Riickkehr- 


1) Allgemeine Untersuchungen itiber krumme Oberflachen. Wieder ab- 
gedruckt GauB’ Werke Bd. IV, S.217. Vgl. ferner iiber diese ganze Entwick- 
lung: GauB’ Werke Bd. X 2, Abh. 4, Stdckel, GauB als Geometer, S. 103ff. 

*) Literatur tiber die Flachen konstanter Kriimmung ist in der Enzyklopadie 
d. math. Wiss. Bd. III 3,1; v. Lilienthal, Besondeve Flichen, S. 333—344 an- 
gegeben. 

8) Minding (Professor in Dorpat) Crelles Journ. Bd. 19 u. 20, 1839/40. - 

4) Vgl. GauB’ Werke Bd. X 2, Abh. 4, Stdckel, Gauf als Geometer, S. 109. 
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‘kanten?) zusammenstoBen. Den Ubergang zwischen beiden Fallen bildet 
eine Kette von aneinandergereihten Kugeln?), 
Entsprechende Verhaltnisse treffen wir bei den Rotationsflachen 


‘von konstanter negativer Krimmung — B: an. Sie geniigen bei den- 
a 


selben Festsetzungen wie oben der Sc nwenid 


anne 


Yj 


o<ht<1 b=1>, e>1 


Wieder ergeben sich je nach der Wahl von 0 drei verschiedene Formen 
(Abb. 217). Die erste besteht aus einer Reihe getrennter Segmente, die in 
einem Knotenpunkt zusammenstoBen; jedes der Segmente besitzt auBer- 
dem in der Mitte eine Riickkehrkante. Die letzte Art besitzt die Gestalt 
von aufeinandergestellten Ringen, wobei je zwei aufeinander folgende 
Ringe langs einer Riickkehrkante zusammentreffen. Die zweite Art bildet 
den Ubergang zwischen diesen beiden Formen; sie besitzt eine Riickkehr- 

1) ‘Wir machen darauf aufmerksam, da8 die Flachenteile in einer Riickkehr- 
kante einen verschwindenden Winkel bilden. 

2) b2 muB stets positiv sein, da sonst der Radikand fiir alle Werte von 7 
negativ sein wiirde (a? ist positiv). Fir 62 = 1 ergibt sich ein elementares In- 
tegral. In Abb, 216 ist a? = 1 und der Reihe nach 6? = 0,64, b?=1 und 6?= 1,44 
gesetzt; die Einheitsstrecke ist gleich dem Radius der Kreise. 
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kante, von der aus sich zwei Teile in das Unendliche erstrecken, wobei 
sie sich der Achse asymptotisch nahern. Diese letzte Flache, deren 
Meridiankurve die wohlbekannte Traktrix ist, wird auch als Pseudo- 
sphire bezeichnet. Wir wollen die drei Arten (Abb. 217) als konischen, 
aperiodischen und ringformigen Typus unterscheiden’). 

Minding hat in seinen S. 282 zitierten Arbeiten weiter bewiesen, 
daB sich alle Flachen derselben konstanten Kriimmung aufernander ab- 


Konischer Aperiodischer Ringformiger 
Typus Typus 


1>8>0 B=0 
Abb, 217. 


1) b2 mu8 hier kleiner als 1 sein (a? ist wieder positiv), Fir 0? — 0 er- 
gibt sich ein elementares Integral: 


j@—PF 
Zz [eta = a(ints “te cos), 


wobei y=asing gesetzt ist; die Integrationskonstante ist so bestimmt, da 
fir y= az#=0 wird. In Abb, 217 ist a2=1 und der Reihe nach b? = 0,25, 
b2 = 0 und b2 = —0,25 gesetzt; die Einheitsstrecke ist gleich dem Abstand der 
Spitzen der Traktrix von der Symmetrielinie. 

Weiter heben wir noch den schénen Zusammenhang hervor, der zwischen den 
Rotationsflachen konstanter positiver und negativer Krimmung +a bzw. —a be- 
steht und der 1864 von Beltrami aufgedeckt worden ist. Wir betrachten die 
Flachenschar, welche entsteht, wenn man einer bestimmten Rotationsflache von 
nicht verschwindender Kriimmung a alle Translationen langs der Rotationsachse 
erteilt. Dann hat jede Rotationsflache, welche die samtlichen Einzelflachen der 
erhaltenen Schar senkrecht schneidet, die konstante Kriimmung —a. Aus der 
Kugel ergibt sich auf diese Weise die Pseudosphare. 
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wickeln lassen; die Ubereinstimmung des KriimmungsmaBes ist hier 
also nicht nur eine notwendige, sondern auch hinreichende Bedingung 
fiir die Abwickelbarkeit (vgl. Anm. 2, S. 281). So kénnen im besonderen 


alle Flachen von konstantem positiven KriimmungsmaB K = 2 auf die 
a 


Kugel vom Radius a abgewickelt werden. Daraus folgt, daf auf allen 
Fldchen konstanter positiver Kriimmung (in gentigend kleinen Flichenstticken ) 
genau wie auf der Kugel die elliptische Geometrie gilt; hierbei ent- 
sprechen den gréBten Kreisen der Kugel die geodatischen Linien der 
Flache. Diese Behauptung ist in demselben Sinn zu verstehen wie die, daB 
auf den abwickelbaren Flachen die euklidische Geometrie gilt (S. 278). 

Wenn wir in analoger Weise die Geometrie auf den Flachen kon- 
stanter negativer Kriimmung studieren, werden wir im besonderen 
Dreiecke betrachten, die von den geodatischen Linien gebildet werden. 
Aus den Mindingschen Resultaten folgt nun, daB man die Formeln, 
welche den Zusammenhang zwischen den Winkeln und Seiten solcher 
Dreiecke angeben, einfach dadurch erhalten kann, da8 man, wenn 


I se ist, in den Formeln der spharischen Geometrie den Radius 
¥ 


durch den Wert iv ersetzt. Hieraus ergibt sich nach S. 197 unmittelbar, 
dap auf den Flachen konstanter negativer Kriimmung die hyperbolische 
Geometrie gilt. Aber obwohl Minding diesen Satz 1839 in Band 19 des 
Crelleschen Journals veréffentlichte, in derselben Zeitschrift, in der 
Lobatschefskij 1837 (Band 17) die entsprechenden Bemerkungen | in 
seiner Géométrie imaginaire gemacht hatte, wurde auf den Zusammen- 
hang der beiden Resultate doch erst 1868 durch den Italiener Beltrami 
hingewiesen?). Allerdings war dieser Zusammenhang schon 1854 Riemann 
bekannt, der in seiner Habilitationsrede (vgl. S. 288) von diesen Be- 
ziehungen ausgeht; die Riemannschen Untersuchungen sind aber erst 
nach seem Tode gleichzeitig mit der Beltramischen Arbeit veréffent- 
licht worden. 

Um die Beziehung zwischen der hyperbolischen Geometrie und den 
Flachen konstanter negativer Kriimmung anschaulich zu erfassen, wollen 
wir die betrachteten Flachen langentreu auf die hyperbolische Ebene ab- 
bilden; (die Flachen sind hierbei natiirlich im Sinne der raéumlichen 
euklidischen, die Ebene dagegen im Sinne der hyperbolischen Geometrie 
auszumessen). Wir beginnen mit dem konischen Typus und fassen dasjenige 


1) Saggio di Interpretazione delle Geometria non-euclidea (Versuch, die nicht- 
euklidische Geometrie anschaulich darzustellen), Giornale di Matematiche Bd. 6, 
1868. Wieder abgedruckt in den Opere Mat. di Beltrami, Mailand 1902, Bad. I, 
S. 374. Bs ist bezeichnend, wie Beltrami zu Beginn seiner Arbeit die Beschaftigung 
mit der nichteuklidischen Geometrie verteidigt und sich auf die ,,iiberragende 
Autoritat’’ eines Gau8 beruft (Anspielung auf den Briefwechsel Gau8-Schu- 
macher, vgl. S. 276). 
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Stiick dieser Flache ins Auge, das sich von einer Riickkehrkante nach 
einem Knotenpunkt hinzieht (Abb. 248 links). Dieses Stiick schneiden 
wir langs einer Meridiankurve auf, um den besonderen Zusammen- 
hang, den die Flache als Rotationsflache besitzt, aufzuheben, und denken 


Abb, 218. 


Abb, 219. 


Abb. 220. 


uns das so entstehende, einfach zusammenhangende Flachenstiick in die 
hyperbolische Ebene ausgebreitet. Die Breitenkreise der Flache miissen 
sich dann als Bégen konzentrischer Kreise erster Art in der hyperbolischen 
Ebene darstellen, da alle ihre Punkte jedesmal von einem erreichbaren 
Punkt, ndmlich dem Knotenpunkt der Flache, gleich weit entfernt sind. 
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Die Meridiane gehen als orthogonale Trajektorien der Breitenkreise in 
die geradlinigen Strahlen ttber, die von dem Mittelpunkt der Kreise in 
der hyperbolischen Ebene auslaufen; in der Tat treffen alle Meridiane 
in dem Knotenpunkt der Flache zusammen. Wir erhalten dadurch in 
der hyperbolischen Ebene ein Abbild des betrachteten Flachenstiickes, 
das dem Abbild eines Kegels in der euklidischen Ebene entspricht 
(Abb. 218 rechts). Nachdem wir das System der Breitenkreise und Meridiane 
ubertragen haben, fallt es nicht schwer, jede Figur auf der Flache durch 
die entsprechende Figur in der hyperbolischen Ebene und umgekehrt 
abzubilden. Entsprechend verfahren wir bei der Abbildung des aperio- 
dischen und des ringférmigen Typus auf die hyperbolische Ebene, in- 
dem wir die in den Abb. 219 und 220 links angegebenen Flachenstticke 
jedesmal langs eines Meridianes aufgeschnitten denken. Die Meridianeselbst 
bilden sich dabei als gerade Linien der hyperbolischen Ebene ab, da sie 


Abb. 221. 


geodatische Linien der Flache sind. Die Breitenkreise ergeben ein System 
von konzentrischen Kreisen, die im ersten Fall um einen unendlich fernen, 
im zweiten Fall um einen idealen Punkt der hyperbolischen Ebene be- 
schrieben sind (Abb. 219 und 220 rechts). Die drei Arten von Rotations- 
flachen konstanter negativer Kriimmung entsprechen also gerade den drei 
Arten von Kreisen, die in der hyperbolischen Geometrie méglich sind. 

Wir kénnen entsprechend wie bei der Abwicklung des Kreiskegels auf 
die euklidische Ebene auch hier die einzelnen Flachenstiicke immer weiter 
auf der hyperbolischen Ebene abrollen. Im Falle des konischen Typus 
entsteht dabei bereits nach einer endlichen Zahl von Abwicklungen eine 
mehrfache Bedeckung des in der hyperbolischen Ebene gelegenen 
Kreisstiickes. Im Falle des aperiodischen und des ringférmigen Typus 
miissen wir dagegen die Rotationsflache unendlich oft abwickeln, ehe 
die ganze zugehérige Kreisflache bedeckt ist (Abb. 221 und 222); von 
einer mehrfachen Bedeckung der letzteren ist hierbei keine Rede. Die 
letzte Art der Abwicklung kénnen wir am besten mit dem Abrollen 
eines Kreiszylinders auf der euklidischen Ebene vergleichen. 
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Aus den angegebenen Abbildungen ersehen wir, daf3 es unméglich ist, 
die ganze hyperbolische Geometrie auf den Rotationsflachen konstanter 
negativer Kriimmung wiederzugeben; es liegt dies daran, daB die stets 
auftretende Riickkehrkante eine uniiberschreitbare Grenze bildet. Es 
ware an sich denkbar, daf es andere Flachen konstanter negativer 
Kriimmung gabe, auf denen die ganze hyperbolische Geometrie dar- 
gestellt werden kann. Diese Méglichkeit ist 1901 von Hilbert in seiner 
Arbeit: Uber Fldchen konstanter GauBscher Kriimmung ) ausgeschlossen 
worden, in welcher er zeigt, daB im euklidischen Raum jede Flache 
konstanter negativer Kriimmung eine Riickkehrkante oder sonstige 
Singularitaten besitzen muB. Die Darstellung der hyperbolischen Geo- 
metrie auf den Flichen konstanter negativer Kriimmung ist somit weit 
unvollkommener als die projektive Darstellung, von der wir bei unseren 
Untersuchungen ausgegangen sind. 

Zum Schlu8B machen wir noch auf folgenden Zusammenhang auf- 
merksam. In den drei ebenen Geometrien sind co? Bewegungen méglich 
(vgl. S. 187). Entsprechend laBt ein Blechstiickchen, das sich einer be- 
stimmten Flache konstanter Kriimmung genau anschmiegt, oo? Be- 
wegungen auf der Flache zu, ohne je aufzuhéren, sich der Flache vollig 
anzuschmiegen. Das Blechstiickchen bleibt dabei im allgemeinen nicht 
mehr starr, sondern wird in bestimmter Weise verbogen, ohne dab 
sich aber die MaBverhaltnisse auf ihm selbst verandern. Die Fldchen kon- 
stanter Kriimmung sind die einzigen Flachen, auf denen in der angegebenen 
Weise ~<* Bewegungen ausgefiihrt werden kénnen. 


§ 5. Die Erweiterung der differentialgeometrischen 
Gesichtspunkte durch Riemann. 


Der Zusammenhang zwischen der Geometrie auf den Flachen kon- 
stanter negativer Kriimmung und der hyperbolischen Geometrie, der 
1868 von Beltrami aufgedeckt wurde (vgl. S. 285), steht in enger Be- 
ziehung zu den viel weitergehenden Gedanken, die schon 1854 in der 
beriithmten Habilitationsrede von Riemann; Uber die Hypothesen, welche 
der Geometrie zugrunde liegen, entwickelt worden waren. Diese Arbeit, 
die fiir die moderne Entwicklung der Mathematik eine auBerordentliche 
Bedeutung gewonnen hat, war von Riemann nicht zur Publikation be- 
stimmt und ist daher erst nach seinem Tode 1868 veréffentlicht worden?). 
Von denjenigen, die bei dem Riemannschen Habilitationsvortrag anwesend 
waren, ist wahrscheinlich GauB der einzige gewesen, der die Bedeutung der 


1) Transactions of the American Math. Soc., Bd. 2. 1901. Wieder abgedruckt 
in Hilbert, Grundlagen dey Geomeirie, als Anhang V. 

2) Herausgegeben von Dedekind in Bd. 13 der G6ttinger Abh.; wieder ab- 
gedruckt in Riemanns Werken, S. 272; neu herausgegeben und erlautert von Weyl, 
2. Aufl., Berlin 1921. 
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neuen Uberlegungen voll verstanden hat. Es wird berichtet, daB er 
sich zwar zu dem Vortrag in keiner Weise geduBert habe, aber sehr 
nachdenklich nach Hause gegangen sel. 

Riemann legt seinen Untersuchungen m Variable x, %),..., Xn 
zugrunde, von denen jede alle reellen Werte annehmen kann. Die 
Gesamtheit dieser Wertsysteme bezeichnet Riemann als Mannig- 
faltigkeit von n Dimensionen, ein festes Wertsystem %,, %2,..., %, deu- 
tet er als Punkt in dieser Mannigfaltigkeit. Riemann vermeidet 
hierbei ausdricklich das Wort Raum, weil er spater den uns anschau- 
lich gegebenen Raum als Spezialfall einer dreifach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit einfiihren will. 

In der betrachteten Mannigfaltigkeit sei nun ein bestimmtes Bogen- 
element durch die Formel: 


ds? => 4,14 %,,0%) (442 = Ux) 


gegeben, wobei die a,, irgendwelche Funktionen der x; sein mdégen, 
fiir die (entsprechend S. 279) die quadratische Form fositiv definit ist. 
Durch das Bogenelement werden die Ma verhdltnisse der zugehGérigen 
Mannigfaltigkeit in der folgenden Weise festgelegt. Wenn eine Kurve 
x, =},(u), 1 = 1, 2,..., m gegeben ist, betragt ihre Lange zwischen den 
beiden Kurvenpunkten u, und 1,: 


Us Ug 
L=|\Sandx.dx, =|\Saaffiau, 

Uy Uy 
ein Ausdruck, der durch Einsetzen der obigen Funktionen in die 
a,,, Za einem Integral einer eindeutig bestimmten Funktion von u 
wird. Die geodatischen Linien der betrachteten Mannigfaltigkeit sind 
durch die Forderung, da fiir sie L kleiner ist als fiir irgend eine 
andere Kurven zwischen u, und u,, also durch den Variationsansatz: 


Us 

0) {V4 4a%x,,dx, = 0 bestimmt, aus dem sich durch die Methoden der 
U1 

Variationsrechnung die zugehérigen Differentialgleichungen des Sy- 
stems der geodatischen Linien ergeben. Von jedem Punkt der be- 
trachteten Mannigfaltigkeit geht ein (mw — 1)-dimensionales Biindel 
derartiger geodatischer Linien aus, die den geraden Linien der euklidi- 
schen n-dimensionalen Geometrie entsprechen. 

Zur Erlauterung berechnen wir das Bogenelement der nichteuklidi- 
schen Geometrien. Hierzu gehen wir von einem rechtwinkligen Koordi- 
natensystem % = %:%3, Y= 4% :x%, aus. Als fundamentales Gebilde 
wahlen wir im Fall der elliptischen Geometrie den Kegelschnitt: 
x? + 42+ 4c?x2=0. Die Entfernungskonstante, die vor dem Loga- 
rithmus des Doppelverhaltnisses bei der projektiven MaSbestimmung 
auftritt, nehmen wir gleich c, an. Wenn wir in der S. 169 angegebenen 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 19 
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arcsin-Formel fiir die Entfernung zweier Punkte y,: Yai Vg unde zie 1agifg 
affine Koordinaten y,:ys = %, Yo:V¥g = y und 21:2 =%, % 323 = y ein- 
fiihren, nimmt diese Formel die Gestalt an: 
2 SFA 2 BS Ay \ aoe A) — A) x)2 
Bed 58 artahn tee tee ee eee 
‘ VA + y+ 4g + + 4c, 

Wenn wir die beiden Punkte benachbart nehmen, also: x = x + dx, 
y =y + dy setzen, ergibt sich das Bogenelement: 


V4czdx? + 4chdy® + (xdy — ydx) 
2 +9? + 42 Y(~ + dx)? + (y + dy)? + 4c 


ds, = 2c,-arcsin 


In der zweiten Wurzel des Nenners diirfen wir die Differentiale gegen- 
iiber dem endlichen Ausdruck x? + y? + 4c? vernachlassigen. Ferner 
kénnen wir, da es sich um beliebig kleine Gro8en handelt, den Sinus 
durch sein Argument ersetzen. Damit erhalten wir als Bogenelement 
der elliptischen Geometrie: 


(ady—ydx)? 
1 2 2 
1 pe eine Ui +(xdy—ydx)? le Which 4c 
ae x2 + y2 + 402 big aes 
ere 


Wenn wir den Wert c, iiberall durch den Wert —7ic, ersetzen, ergeben 
sich die entsprechenden Formeln fiir die hyperbolische Geometrie. Das 
Bogenelement der hyperbolischen Geometrie besitzt somit die Gestalt: 


(«dy — ydx)? 
2 hones 
|w + dy 4a 
x? + 
— 48 


4s,— 


Wenn wir c, und c, unendlich groB werden lassen, ergibt sich in We 
Fallen das Shane Bogenelement : 


dS, =Jdx?+ dy". 


Das erhaltene Resultat kénnen wir auch in der folgenden Form 
aussprechen: Wenn wir x, y als rechtwinklige Parallelkoordinaten in der 
euklidischen Ebene deuten und die Linge der Kurven der Rethe nach durch 
die drei berechneten Formen des Bogenelementes bestimmen, erhalten wir 
als geoddtische Limien dey hierdurch festgelegten Riemannschen Mannig- 
faltigkeitt das System der Geraden, und es stimmen alle Mafverhiltnisse 
mut der elliptischen bzw. hyperbolischen und euklidischen Geometrie uiberein. 

In der Flachentheorie hatte fiir unsere Uberlegungen das Kriim- 
mungsmaf eine besondere Bedeutung, da es bei beliebigen Verbiegungen 
der Flache invariant blieb. Um diesen Begriff auf eine -fach ausge- 
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dehnte Mannigfaltigkeit zu tibertragen, bestimmt Riemann zunichst das zu 
der Mannigfaltigkeit gehérige System der geodatischen Linien (vgl. S. 289) ; 
sodann geht er von einem festen Punkt P der Mannigfaltigkeit aus 
und betrachtet zwei beliebige geodatische Linien durch P, deren Fort- 
schreitungsrichtungen in diesem Punkt durch dx, und dx (i=1,2,...,7) 
bestimmt sein mégen; das zugehérige Biischel von geodatischen Linien, 
deren Anfangsrichtungen in P durch dx; = d'dx,+ i"dxf gegeben 
werden, bildet dann eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit und besitzt 
somit in dem betrachteten Punkte ein bestimmtes KriimmungsmaB8. 
Riemann fa8t nun die KriimmungsmaBe aller derartigen durch P hin- 
durchgehenden Biischel von geoditischen Linien in einen recht kompli- 
zierten analytischen Ausdruck zusammen, den man als Kriimmung 
der n-dimensionalen Mannigfaltigkert an der betreffenden Stelle bezeichnet?). 
Den Begriff der Flachen konstanter Kriimmung verallgemeinert 
Riemann in der folgenden Weise auf n-dimensionale Mannigfaltig- 
keiten. Bei der Bestimmung der Riemannschen Kriimmung spielt einmal 
die Auswahl des Punktes P und dann die Auswahl der zweidimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit von geodatischen Linien eine Rolle, welche von 
dem Punkte P ausgeht. Riemann bezeichnet nun diejenigen 1-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten als konstant gekriimmt, bei denen das Kriim- 
mungsmaB jeder dieser zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten unge- 
andert bleibt, wenn wir einerseits das Biischel beliebig um den Punkt P 
drehen und wenn wir andererseits den Punkt P beliebig innerhalb der 
Mannigfaltigkeit wandern lassen. Dieser Begriff der n-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung ist ein besonders wichtiges 
Ergebnis der Riemannschen Arbeit. Riemann gibt ohne Beweis einen 
Ausdruck fiir das Bogenelement einer derartigen Mannigfaltigkeit an, 
den wir auf S. 297 kennen lernen werden. 

Im weiteren Verlauf seiner Arbeit zeigt Riemann, da ein Stiick einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung genau so viele 
Bewegungen in sich gestattet wie eine n-dimensionale Hyperebene; in 
beiden Fallen betragt die Parameterzahl der Bewegungen eee (vgl. 
S. 187). Die n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten von nicht konstanter 
‘Kriimmung lassen dagegen entweder iiberhaupt keine oder nur eine ge- 
ringere Anzahl von Bewegungenin sich zu (vgl.S. 288). Von dem gewonnenen 
Standpunkt aus geht Riemann dazu wber, den wirklichen Raum in 
Betracht zu ziehen. Da unser Raum eine sechsparametrige Schar von 
Bewegungen gestattet, durch die einmal jeder Punkt in jeden anderen 


1) In der modernen Tensoranalysis der Riemannschen Mannigfaltigkeiten 
bezeichnet man diesen Ausdruck als Kriimmungstensor. Im iibrigen vergleiche 
man S. 193, wo auf die MiBverstandnisse hingewiesen ist, die sich besonders in 
der philosophischen Literatur aus dem Ausdruck ,,Kriimmungsma8“ ergeben 
haben. 

19* 
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und dann jedes Biischel geodatischer Linien in jedes andere iberfihrt 
werden kann, erkennt Riemann in dem uns gegebenen Raum eine drei- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung. Nun sieht sich 
Riemann vor die Frage gestellt, welchen Wert das konstante Kriim- 
mungsmaB besitzt. Wenn dieses gleich Null ist, ergibt sich die gewohn- 
liche euklidische Geometrie. Wenn es negativ ist, erhalten wir die 
hyperbolische Geometrie von GauB, Lobatschefskij und Johann Bolyai. 
An den Fall eines positiven KriimmungsmaBes hatte man bisher noch 
nicht gedacht, oder vielmehr, man hatte ihn von vornherein beiseite 
geschoben, da man den Raum, wie ja selbstverstandlich schien, als un- 
endlich ausgedehnt angenommen hatte. Riemann weist darauf hin, 
daB der Raum zwar notwendig unbegrenzt ist, daB aber aus der Un- 
begrenztheit noch nicht die Unendlichkeit folgt. Dadurch gewinnt er 
die Méglichkeit, neben einem negativen und einem verschwindenden Kriim- 
mungsmaB auch ein positives KriimmungsmaB in Betracht zu ziehen und 
so neben die euklidische und die hyperbolische die elliptische Geometrie 
zu Stellen. Ob Riemann dabei an die spharische oder bereits an die 
elliptische Raumform (vgl. S. 154ff. und Kap. IX) selbst gedacht hat, 
1aBt sich aus dem Wortlaut der Arbeit nicht mit Sicherheit entnehmen. 
Man wird verstehen, daB sich dem Riemannschen Habilitations- 
vortrage gleich nach seiner Veréffentlichung die allgemeine Aufmerk- 
samkeit der Mathematiker zuwandte und da8 in rascher Folge eine 
groBe Anzahl von Arbeiten an ihn ankniipfte. Wir wollen hier im be- 
sonderen auf die Arbeiten hinweisen, die sich mit der Frage beschaftigen, 
weshalb das Bogenelement ds gerade als zweite Wurzel aus einem positiv 
definiten quadratischen Ausdruck angesetzt werden mug. In der Tat koénnte 
man versuchen, in genau derselben Weise etwa von einer vierten Wurzel 
aus einem Ausdruck vierten Grades oder einer noch komplizierteren 
Funktion auszugehen. Mit dieser wichtigen Frage hat sich zum ersten- 
mal der als Physiker und Physiologe gleich hervorragende Forscher 
Helmholtz1) auseinandergesetzt. Da Helmholtz kein Mathematiker von 
Fach ist, sind in seinen Untersuchungen einige mathematische In- 
korrektheiten erklarlich, die besonders von Lie?) heftig angegriffen 
worden sind. Die Bedeutung der Helmholtzschen Arbeiten beruht vor 


1) Uber die tatsdchlichen Grundlagen dey Geometrie, Vortrag, gehalten 1868 
in der Versammlung Deutscher Naturforscher und Arzte zu Heidelberg; Uber die 
Tatsachen, die dey Geometrie zugrunde legen, Gottinger Nachrichten 1868, Nr. 9. 
Beide Arbeiten sind wieder abgedruckt in den Wiss. Abh. von Helmholtz Bd. II, 
S. 610 bzw. 618, Leipzig 1883. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf eine 
dritte interessante Arbeit von Helmholtz: Uber den Ursprung und die Bedeutung 
der geometrischen Axiome, Heft 3 der Popular-wiss. Vortrage von Helmholtz, 
S. 21, Braunschweig 1876. 

2) Vel. etwa Lie: Theorie der Transformationsgruppen Bd. III S. 437, Leipzig 
1893. Ferner Klein: Gutachten zur Vertetlung des Lobatschewsky-Preises, Math. 
Ann. Bd. 50; wieder abgedruckt in Kleins Ges. Math. Abh. Bd.I, S. 384. 
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allem darin, daB sie von einem weit gréBeren Publikum gelesen wurden 
als vorher jede andere Schrift iiber nichteuklidische Geometrie. So 
kniipft in der unmittelbaren Folgezeit die populare Diskussion im Kreise 
der Nicht-Mathematiker, wie z. B. der philosophischen Forscher, fast 
ausschlieBlich an die Arbeiten von Helmholtz an. In der neuesten Zeit 
ist das Helmholtzsche Problem von verschiedenen Forschern unter 
neuen Gesichtspunkten wieder in Angriff genommen worden}). 


§ 6. Die konformen Abbildungen 
der nichteuklidischen Ebene. 


Wenn sich zwei Flachen Jdngentreu aufeinander abbilden lassen 
oder, wie man auch sagt, wenn sie aufeinander abwickelbar sind, so ist 
das Bogenelement ds der einen Flache an jeder Stelle gleich dem Bogen- 
element ds’ an der entsprechenden Stelle der anderen Flache. Besondere 
Bedeutung besitzt weiter die konforme oder winkeltreue Abbildung, bei 
welcher einander entsprechende Kurven sich stets unter demselben 
Winkel schneiden. Zwei Flachen sind nur dann konform aufeinander 
abbildbar, wenn fiir emander entsprechende Stellen der beiden Flachen 
ds =M-ds' ist, wobei M irgendeine Funktion des Ortes ist; auch 
diese Bedingung ist zugleich notwendig und hinreichend. 

A. Die konforme Abbildung der elliptischen und hyperbolischen 
Ebene auf die Kugel. In §4 haben wir gesehen, da sich die ellip- 
tische und hyperbolische Ebene nicht langentreu auf dieselbe Flache 
abbilden lassen. Die konforme Abbildung ist demgegeniiber schmieg- 
samer, denn sie gestattet, beide Ebenen konform auf eine einzige 
Flache abzubilden, die wir hier speziell als Kugel annehmen wollen. 
Hierbei heben wir den folgenden wesentlichen Unterschied gegentiber 
der gewohnlichen konformen Abbildung hervor: Wahrend man im all- 
gemeinen beide aufeinander abzubildende Flachen im euklidischen Sinne 
ausmiBt, werden hier die beiden Flachen in verschiedenem Sinne aus- 
gemessen, ndmlich die nichteuklidische Ebene im Sinne der entsprechen- 
den nichtéuklidischen Geometrie und die Kugel im Sinne der euklidischen 
Geometrie. 

Um die gesuchten konformen Abbildungen zu erhalten, gehen wir 
von einem ebenen rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem x, y aus 
und legen die fundamentale Kurve einer elliptischen bzw. hyperbolischen 
Geometrie durch die Gleichungen: 

e@+ty+t4cRA=—0 bzw. #+y?—44=0 
fest. Auf den Koordinatenanfangspunkt der Ebene legen wir dann eine 
berithrende Kugel vom Radius 2c, bzw. 2c, und projizieren die Kugel- 


1) Z. B. Weyl: Mathematische Analyse des Raumproblems, 1923. Eine phy- 
sikalische Bedingung, welche das Auftreten einer quadratischen Differentialform 
nach sich zieht, findet sich in Couvant: Bernhard Riemann und die Mathematik 
dey letzten hundert Jahre, Naturwissenschaften 1926, Heft 52, S. 1275 u. 1277. 
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punkte durch Zentralprojektion vom Kugelmittelpunkt aus bzw. durch 
senkrechte Parallelprojektion auf die Ebene (Abb. 223 und 224). Die 
untere Kugelhalfte wird dann im ersten Fall auf die ganze elliptische 
Ebene und im zweiten Fall auf das Innere des fundamentalen Kreises 


Abb. 223. Abb. 224. 
Zentralprojektion der elliptischen Ebene auf Orthogonale Parallelprojektion der hyperboli- 
die Kugel vom Kugelmittelpunkt aus. schen Ebene auf die Kugel. 


der hyperbolischen Geometrie abgebildet. Wir behaupten, da diese 
Abbildungen in dem angegebenen Sinne konform sind. 

Im Fall der elliptischen Geometrie folgt diese Behauptung unmittel- 
bar aus den Uberlegungen S. 148 ff. (vgl. auch S. 191), wo wir die 
elliptische Geometrie gerade auf diese Weise definierten; die betrach- 
tete Abbildung ist somit langentreu und damit auch konform. Die Be- 
ziehung zwischen einem Punkt x, y der elliptischen Ebene und dem zu- 
gehoérigen Kugelpunkt é, 7, ¢ lautet: 


A PY 5 2¢.y t —4¢c 
<TC _ aS Se th > ae al Tale ase oe ae 
"Ya + a + [424+ 2+ V4e+2+ 5? 


wobei die Wurzel wberall positiv zu nehmen ist, da wir auf die untere 
Kugelhalfte abbilden. 

Im Fall der hyperbolischen Geometrie fihren wir den Beweis der 
Konformitaét durch Berechnung des zugehérigen Bogenelementes. In 
dem raéumlichen Parallelkoordinatensystem &, 9, ¢ (vgl. Abb. 224) erhalt 
die Kugel die Gleichung: & + 7? + ¢? = 4c}. Durch die angegebene 
Projektion wird der in der hyperbolischen Ebene liegende Punkt x, y 
auf den folgenden Kugelpunkt &, 7, ¢ abgebildet: 


E=x, n=y, C=—/4q—2-y¥. 


Die Wurzel mu8 hierbei ein negatives Vorzeichen erhalten, da wir die 
hyperbolische Ebene auf die untere Hialfte der Kugel abbilden. 
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Nach S. 290 besitzt die betrachtete hyperbolische Geometrie das Bogen- 


element: 5 
ya x2 +. dy? — (way —yaxyP 
as, — 


Fiir das Bogenelement auf der Kugel ergibt sich nun: 


4 cy (dx? + dy?) — (xdy — ydx) 


d@adPtdptdh= 
0 + dy? + dl Rae ae 


Wir erhalten somit: 


2 % 
qo Vc, ae AT ene ee 
2 Cp 2 Cy, 


Die betrachtete Abbildung ist also in der Tat konform. 

Fir die folgenden Untersuchungen ist wesentlich, daB die bekannte 
stereographische Projektion der euklidischen Ebene auf eine Kugel (vel. 
Abb. 225) ebenfalls konform ist. 
Hierbei wird das System der Ge- 
raden und Kreise auf der Ebene 
in das System der Kreise auf der 
Kugel wberfihrt. Wir bezeich- 
nen, wie in Abb. 225 angegeben, 
die réumlichen Koordinaten mit 
&,y,¢€ und die Koordinaten der 
euklidischen Ebene mit x, y}). 
Durch die stereographische Ab- 
bildung werden die Koordinaten 
der Kugel und der Ebene, wenn 
a der Radius der Kugel ist, in 


Abb. 225. Stereographische Projektion der euklidi- 


der folgenden Weise aufeinander schen Ebene auf die Kugel. 
bezogen: 
4a?x  4a®y a(x? + y? — 4a?) 
S—Bi pts? Ip e + aa’ ey 4a 


oder umgekehrt: 


In der euklidischen Ebene ist das Bogenelement: d s=dxve+dy?. 


Fiir das entsprechende Bogenelement auf der Kugel ergibt sich: 
16a* (dx + dy?) 

i= 2 Deeg ke Nace See 
dota di + dy +d0 = as gam 


1) Wir verwenden iiberstrichene Koordinaten %, y, um bei den folgenden Uber- 
legungen Verwechslungen mit den Koordinaten 4, y der nichteuklidischen Ebene 
zu vermeiden. 
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oder: Aa ee 
do= =, — GS 
x2 + y+ 4a 2a 


ASy. 


Die betrachtete Abbildung ist also ebenfalls konform. 

B. Die konforme Abbildung der elliptischen und hyperbolischen 
Ebene auf die euklidische Ebene. Aus der betrachteten Abbildung der 
nichteuklidischen Ebenen auf die Kugel kénnen wir unmittelbar eine kon- 
forme Abbildung auf die euklidische Ebene ableiten, indem wir die beiden 
nichteuklidischen Ebenen erst in der eben angegebenen Weise konform auf 


Zentralprojektion™der elliptischen Darauf folgende stereographische Projektion. 
Ebene. 
Abb. 226, 


Orthogonale Projektion der byper- Darauf folgende stereographische Projektion. 
bolischen Ebene. 


Abb. 227. 


die Kugel und dann weiter die Kugel durch stereographische Projektion 
konform auf die euklidische Ebene abbilden (Abb. 226 und 227). Das Bild 
des Kugelaquators wird in beiden Fallen als Hauptkreis bezeichnet; er hat 
bei unseren Festsetzungen den Radius 4c, bzw. 4c,. Aus den Abb. 226 
und 227 erkennt man, da8 durch die beiden aufeinanderfolgenden Pro- 
jektionen die gesamte elliptische Ebene und genau so der eigentliche 
Teil der hyperbolischen Ebene aut das Innere des Hauptkreises ab- 
gebildet wird, wobei im Fall der elliptischen Geometrie diametrale 
Punkte des Hauptkreises als identisch anzusehen sind. Die geraden 
Linien der elliptischen Geometrie gehen bei der ersten Projektion in 
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die gréBten Kreise der Kugel iiber, welche bei der zweiten Projektion 
auf diejenigen Kreise der euklidischen Ebene abgebildet werden, die 
den Hauptkreis in zwei diametralen Punkten schneiden. Die geraden 
Linien der hyperbolischen Geometrie gehen dagegen bei der ersten Pro- 
jektion in die den Kugelaquator rechtwinklig schneidenden Kugelkreise 
iiber, welche bei der stereographischen Projektion dann weiter auf die- 
jenigen Kreise der euklidischen Ebene abgebildet werden, die auf dem 
Hauptkreis senkrecht stehen. 

Eine einfache Rechnung?) zeigt, daB durch die vorgenommenen 
Projektionen der Punkt x, y der elliptischen bzw. hyperbolischen Ebene 
auf den folgenden Punkt x, y der euklidischen Ebene abgebildet wird: 


Elliptische Geometrie Hyperbolische Geometrie 
x 4c,x(—2c,+ V4e + 22 + y2) = 4c,% (2c, — 42 — x2 — y?) 
XxX = — Sooo. C= - 
x2 + 2 x2 + v2 
5 — 4cey(— 204+ 4+ +5") | g — 4009 (2en— V4, — 2? — 9") 


By x? + ry? 

Das zugehérige Bogenelement berechnet sich am einfachsten auf 
dem folgenden Wege. Bei der Abbildung der elliptischen Ebene auf 
die Kugel ergibt sich: ds, = do, bei der nun folgenden stereographischen 

2¢.—¢ 


Projektion: do = ds, =ds,. Wenn wir in diesen Ausdruck 


e 
die Koordinaten x, y der euklidischen Ebene einsetzen, erhalten wir: 


ax? + dy 
i, at 7 
as 16 co 
In derselben Weise ergibt sich fiir die hyperbolische Geometrie: 
C 26, —¢ —2c 
a em do= a dso, dsy= "55 dss 
Hieraus folgt durch Einsetzen der euklidischen Koordinaten x, y: 
xe Paya 
4S, ieexay : 
pele rile 
- 416¢e 


Riemann hat in seinem Habilitationsvortrag gezeigt, daB sich allgemein 
das Bogenelement einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit konstanter 
Kriimmung auf die einfache Form: 


_ Yak tam +ae 


MBB be, 
es 


ds 


1) Zusammensetzung der oben angegebenen Formeln fiir die einzelnen Pro- 
jektionen. 
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4 


bringen 1aBt (vgl. S. 291). Wir wollen daher die erhaltenen Ausdriicke 
als Riemannsche Form des nichteuklidischen Bogenelements bezeichnen; 
die Konstante x deutet sich dabei im zweidimensionalen Fall als der 
Radius 4c, bzw. 4c, des Hauptkreises. 

Damit haben wir den folgenden Satz erhalten: Wenn wir x, y als 
vechtwinklige Parallelkoordinaten in der euklidischen Ebene deuten und 
die Linge der Kurven durch die Riemannsche Form des nichteuklidischen 
Bogenelements bestimmen, erhalten wir als geoddtische Linen der erdurch 
festgelegten Riemannschen Mannigfaltighert diejenigen Kretse, welche evnen 
Hauptkreis vom Radius 4c, in zwei diametralen Punkten treffen bzw. 
welche auf einem Hauptkreis vom Radius 4c, senkrecht stehen. 

Hiermit haben wir eine neue Veranschaulichung der nichteuklidischen 
Geometrie gewonnen. Dabei verzichtet manim Gegensatz zu der urspriing- 
lichen Darstellung darauf, die nichteuklidischen Geraden durch Geradenin 
der projektiven Ebene wiederzugeben, behalt aber dafiir die euklidische 


Abb. 228. Abb, 229. Abb. 230. 


Winkelmessung bei. Diese Darstellung besitzt deshalb fiir die Wiedergabe 
solcher Satze, bei denen Winkel eine besondere Rolle spielen, anschauliche 
Vorziige gegenitiber der Darstellung in der projektiven Ebene. Als Bei- 
spiel haben wir in den Abb. 228 und 229 ein Dreieck der elliptischen bzw. 
hyperbolischen Geometrie konform auf die euklidische Ebene abgebildet. 
Man sieht deutlich, daB die Winkelsumme im ersten Fall gréBer, im 
zweiten Fall dagegen kleiner als 180° ist. In Abb. 230 haben wir noch 
im besonderen ein hyperbolisches Dreieck mit lauter verschwindenden 
Winkeln auf diese Weise dargestellt. 

Von besonderer Bedeutung ist, dafB wir die Langenmessung bei die- 
sen konformen Abbildern in der euklidischen Ebene ebenfalls mit Hilfe 
der Doppelverhaltnisse durchfiihren kénnen, wie wir fiir die hyper- 
bolische Geometrie zeigen wollen. In der hyperbolischen Geometrie betragt 
nach S.165 die Lange der Strecke AB (vgl. Abb. 231) c,-ImnDV{ABCD}. 
Die vier Ebenen, welche von der im Mittelpunkt des Fundamental- 
kreises errichteten Senkrechten nach den betrachteten vier Punkten laufen 
(Abb. 232), bestimmen aber genau dasselbe Doppelverhaltnis. Da bei der 
stereographischen Projektion die Bildpunkte von A, B, C, D wieder auf 
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diese Ebenen zu legen kommen, folgt hieraus: Im dem konformen Ab- 
bild der hyperbolischen Geometrie auf die euklidische Ebene ist die Linge 
einer Strecke A’B’ gleich c,-InDV{abcd}, wobei a, b, c, d die Geraden 
sind, die von dem Muttelpunkt des Hawptkreises nach den vier Punkten 
A’, B’, C’, D’ der Abb. 233 laufen. 

Die betrachteten Verhaltnisse lassen sich unmittelbar auf hdhere 
Dimensionenzahlen verallgemeinern. Wir kénnen somit ein konformes 
Abbild der raumlichen hyperbolischen Geometrie erhalten, indem wir von 
einer Hauptkugel ausgehen und als gerade Linien bzw. Ebenen die- 
jenigen Kreis- bzw. Kugelstiicke ansehen, die auf der Hauptkugel senk- 
recht stehen und im Innern dieser Kugel liegen. Die Winkel miissen 
wir dabei euklidisch messen, fiir die Langenmessung der Kurven haben 
wir dagegen die Riemannsche Form des Bogenelements zugrunde zu legen; 


Abb. 231. Abb. 232. Abb. 233. 


statt dessen kénnen wir fiir die Langenmessung auf den ,,geraden Linien‘‘ 
auch die entsprechenden Doppelverhaltnisse verwenden. In genau der- 
selben Weise erhalten wir ein Abbild der rvaiwmlichen elliptischen Geo- 
metryie, wenn wir diametrale Punkte der Hauptkugel als identisch an- 
sehen und diejenigen Kreis- und Kugelstiicke als gerade Linien und 
Ebenen betrachten, welche im Innern der Hauptkugel liegen und diese 
in diametralen Punkten bzw. in einem Grofkreis schneiden. 

C. Die konformen Abbildungen der hyperbolischen Geometrie 
auf die GauBsche Zahlebene. Fiir die funktionentheoretischen Unter- 
suchungen fassen wir die betrachtete Abbildung der hyperbolischen 
Geometrie zweckmaBig nicht als Abbildung auf die euklidische Ebene, 
sondern als Abbildung auf die GauBsche Zahlebene (vgl. S. 49) auf. 
Ein Punkt x, y der hyperbolischen Ebene wird dann auf den folgen- 
den Punkt x + 7y der Zahlebene abgebildet: 


4c, (% + iy){2c, —Y4e — (x? + y?) } 

a? + 
(vgl. die entsprechenden Formeln fiir die Abbildung auf die euklidische 
Ebene S. 297). Da der Hauptkreis den Radius 4c, besitzt, miissen wir, 


ety = 
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wenn wir eine Abbildung auf das Innere des Einheitskreises erhalten wollen, 
noch eine Ahnlichkeitstransformation ¥ = 4c, x, y = 4c, y vornehmen. 
Um die Lange einer Strecke zu finden, haben wir das auf S. 299 ange- 
gebene Doppelverhaltnis zu bilden, das sich einfach aus dem Arcus der 
vier zugehérigen komplexen Zahlen berechnen 1a8t. Statt dessen kénnen 
wir die gesuchte Lange auch durch den Wert 2c, -InDV{A’B’C’D’} be- 
stimmen, wobei A’, B’, C’, D’ die komplexen Zahlwerte der in Abb. 233. 
angegebenen entsprechenden Punkte bedeuten (man beachte, daB dies 
Doppelverhaltnis nach S. 50 stets reell ist); denn wie wir auf S. 302f. 
beweisen werden, sind die beiden so erhaltenen Werte einander gleich. 

Des weiteren wird in funktionentheoretischen Untersuchungen noch 
eine andere Abbildung verwandt, welche dadurch entsteht, daB man 
das Innere des Hauptkreises durch eine lineare Transformation konform 


Orthogonale Parallelprojektion der hyperboli- Drehung der Kugel und darauffolgende stereo- 
schen Ebene auf die Kugel. graphische Projektion. 
Abb. 234. ; 


auf eine Halbebene abbildet!). Diese Abbildung kénnen wir auch auf 
folgendem Wege erhalten. Wir bilden die Punkte der hyperbolischen 
Ebene zunachst durch Orthogonalprojektion auf die untere Kugelhalfte 
ab (Abb. 234 links): 

E=%, n=y, C=—f4h—v—y¥. 
Sodann drehen wir die Kugel um 90° um die 7-Achse (Abb. 234 rechts) ; 


hierdurch werden die Kugelpunkte &, 7, €¢ bzw. die Punkte x, y der 
hyperbolischen Ebene auf die folgenden Punkte &’, ’, ¢’ abgebildet: 


f= —C=4+ 743 —2—y*, _ =H =¥;, C= i=, 


SchlieBlich projizieren wir die Kugel wieder vom Nordpol aus stereo- 
graphisch auf die Zahlebene. Hierbei bildet sich nach S. 295 der Kugel- 


1) Diese Abbildung, die bereits Beltrami bekannt war, hat besonders Poincaré 
in seinen funktionentheoretischen Arbeiten verwandt. Wir werden in Kapitel XI 
naher auf diese Anwendungsméglichkeit der nichteuklidischen Geometrie ein- 
gehen. 
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punkt &’, 7’, ¢’ auf den folgenden Punkt x + 7’ der Zahlebene ab: 


, 4nF Ana — ey, Acar! Acny 
a jar 2 = Yih are . 
2c,—C 2c, — * 2e,—€ 26, —% 
Man erkennt unmittelbar, da bei der betrachteten Abbildung die 
geraden Linien der hyperbolischen Ebene in diejenigen Halbkreise iiber- 
gehen, welche auf der die betrachtete Halbebene begrenzenden Geraden 
senkrecht stehen. Der Fundamentalkreis der hyperbolischen Geometrie 
wird auf diese Gerade selbst abgebildet. Der Punkt * =2c,, y=0 
geht in den unendlich fernen Punkt der Zahlebene iiber. 
Das zugehérige Bogenelement berechnen wir auf folgendem Wege. 


Bei der Orthogonalprojektion auf die Kugel ist: do = See Bei 
20h 
der Drehung um die 7-Achse erleidet das Bogenelement keine Verande- 


rung: do=do’. Bei der stereographischen Projektion ergibt sich: 


ae ele 


do 
oO Ach 


2° 


Wir erhalten also: 

pai Sas 2c, dx? + dy? 

28 x 

Diese auBerordentlich einfache Gestalt des Bogenelementes macht die 
betrachtete Abbildung der hyperbolischen Geometrie fiir zahlreiche 
Untersuchungen besonders geeignet?). 


2¢ 
ds,= ds.= 7 d= 


1) Wir wollen darauf hinweisen, daB die betrachtete Abbildwng der hyper- 
bolischen Geometrie auf die Halbebene mit einer Koordinatenbestimmung identisch 
ist, welche die Punkte der hyperbolischen Ebene durch Parameterwerte auf dem 
fundamentalen Kreise festlegt. Wir stellen den Fundamentalkreis unter Bezug- 
nahme auf rechtwinklige Parallelkoordinaten §, 7 in der folgenden Parameter- 
form dar: 

OG NS) At. 4c,A 

aE Ape ) EA 
Durch diese Gleichungen wird jedem Punkt des Kreises eindeutig ein be- 
stimmter Wert 4 zugeordnet. Von jedem Punkt x, y der Ebene, der nicht auf 
dem Kreise selbst liegt, gehen zwei Tangenten an den fundamentalen Kreis, 
welche diesen in den Punkten /, und /, berithren mégen. Da die Polare des Punk- 
tes x, y in bezug auf den Kreis die Gleichung x§ + yy = 4cj, besitzt und da 
ferner die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Kreis die Berithrungspunkte 
der von dem Punkt x, y ausgehenden Tangenten sind, bestimmen sich 4, und 
4, aus der Gleichung: 


2c, (A2» — 1)¥ + 4c,1y = 4c? (A? 4+ 1). 
Dem Punkt x, y werden also die folgenden Werte /,, 4, zugeordnet: 
y+ VP +9? — 465 y P+? — 4e4 
s Dou, ie Dieta i 


Ay 


Mit Hilfe dieser Bezichungen kénnen wir die Punkte der hyperbolischen Ebene 
durch die zugehérigen Parameterwerte 2,, 4, festlegen. Fiir die Punkte im Innern 
des fundamentalen Kreises sind 4, und 4, konjugiert imaginar, wie auch geo- 
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Die Lange einer Strecke AB k6énnen wir, wenn sich die zugehérige 
hyperbolische Gerade als Kreis abbildet, durch den Ausdruck 
c, + In DV{A'B'CD\ festlegen, wobei A’, B’, C, D die in Abb. 235 an- 
gegebenen Punkte der die Halbebene begrenzenden Geraden sind. Der 
Beweis ergibt sich folgendermafen. Bei der Abbildung der hyper- 
bolischen Geometrie auf die untere Kugelhalfte kénnen wir die Lange 
einer Strecke durch das Doppelverhaltnis der vier Geraden festlegen, 
welche in Abb. 232 auf der horizontalen Ebene in A, B, C, D senkrecht 
stehen. Nach der Drehung um die 7-Achse kénnen wir dasselbe Verfahren 
verwenden, da bei dieser Bewegung alle Langen ungedndert bleiben. Bei 
der stereographischen Projektion ergibt sich aber hieraus 
gerade die eben angegebene Langenmessung. Wenn sich da- 
gegen die zur Strecke AB gehGrige gerade Linie nicht auf 
einen Kreis, sondern eine Gerade der Zahlebene abbildet, 
berechnen wir die Lange am besten aus dem Bogenelement; 
denn da in diesem Fall dy’=0 ist, ergibt sich fiir die 
Langenmessung auf der betrachteten Geraden: 


gee TES und somit: 
x 
ay 
2px Fi % 


Abb. 235. %o 


Statt dessen kénnen wir die Lange einer Strecke AB (in beiden 
Fallen) auch durch den Ausdruck 2c, -In DV{ABCD} festlegen, wobei 
A, B, C, D die komplexen Zahlwerte der in Abb. 235 angegebenen ent- 
sprechenden Punkte bedeuten. Wenn sich die zugehérige Gerade wieder 
als gerade Linie abbildet, ergibt sich der Beweis ohne Schwierigkeiten ; 
wir beschranken uns deshalb auf den Fall, daB sich die hyperbolische 
Gerade als Kreis darstellt. Das Doppelverhaltnis der betrachte- 
metrisch evident ist. Wenn wir fiir diesen Fall 4, und 4, durch die Angabe der 
reellen und imaginaren Bestandteile festlegen: 

y  __ Yea 


A= ft, Ag=w—ift, w= 9 
1=H+tH, AZ e—th, Bb ERS ie eee 


erhalten wir ein Formelsystem, das bis auf den belanglosen Faktor 4c, mit den 
Formeln identisch ist, welche die hyperbolische Geometrie auf die Halbebene 
abbilden. In den Koordinaten 4, und A, nimmt das hyperbolische Bogenelement 
die einfache Gestalt: 

_ 410) dd, day 

r A, — hy 

an. In der Tat muB, wenn wir /, = const, also di, = 0 setzen, die Bogenlange d SF 
verschwinden, da die durch 4, = const festgelegte Gerade isotrop ist; genau das- 
selbe gilt fiir 4, = const. Daraus folgt aber, daB in dem Ausdruck fiir das Bogen- 
element ds? =E dij + 2F di, dj,+ Gd} die GréBen E und G gleich Null sein 
miissen. 


ds, 
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A= CUBE aG : 

; ant pig é : 3 
ten vier Zahlen ist DV AnD Bud Wir stellen die vier 
Zahlen in der bekannten Form A =vr7,-é%, ... dar; dann wird 
A 6 Sy 1° é’, .... Da die vier komplexen Punkte auf 


einem Kreis legen, ist das Doppelverhdltnis reell (vgl. S. 50); es wird 
also nicht verandert, wenn wir tberall 7 durch den Wert —z er- 


ee Wiehe ye vate wobei A den konju- 
A—D B—D 

giert imagindren Wert zu A usw. bedeutet. Wir bilden nun durch 

Multiplikation der beiden Ausdriicke den Wert DV?; er setzt sich 


aus Gliedern der folgenden Form zusammen: 

(A=C)(A—C) =H, +1, — 214%, cOs(&% —¥) - 
Dieser Wert ist nach dem Cosinussatz der euklidischen Trigonometrie 
gleich dem Quadrat der Strecke AC. Nun ist aber im rechtwinkligen 
Dreieck AC? = DC- A'C (vgl. Abb. 235). Wenn wir diesen und die 
entsprechend gebauten Ausdriicke in DV? einsetzen, erhalten wir: 
A’C BC 
AD: BD: 


DY? 


Dies ist aber gerade das Doppelverhaltnis, durch das wir S. 302 die 
Lange AB festgelegt haben; durch einen Vergleich der beiden Resultate 
ergibt sich die aufgestellte Behauptung. Da die Doppelverhdltnisse bei 
linearen Transformationen invariant bleiben, folgt hieraus unmittelbar 
die entsprechende Behauptung fiir die konforme Abbildung der hyper- 
bolischen Ebene auf das Innere des Einheitskreises (vgl. S. 300). 

Die betrachteten Abbildungen der hyperbolischen Geometrie auf 
die Zahlebene sind von besonderer Bedeutung fiir die Theorie der auto- 
morphen Funktionen, da sich hier durch die Einfithrung dieser Mab- 
bestimmung wesentliche Vereinfachungen ergeben (vgl. Kapitel XI, § 3). 


§ 7. Das Eingreifen der projektiven Geometrie’). 


Die neuere und abschlieBende Entwicklung der nichteuklidischen 
Geometrie wird von den Uberlegungen, auf die das vorliegende Buch 
aufgebaut ist, beherrscht. Diese Entwicklung kniipft an den englischen 
Forscher Cayley an, der in der Mitte des vorigen Jahrhunderts in den 
Philosophical Transactions eine Reihe von Abhandlungen unter dem 
Titel: Memoirs upon Quantics veréffentlicht hat, in denen er die da- 
maligen Resultate der Invariantentheorie zusammenfaBte. In der 


1) Beziiglich der historischen Zusammenhange vgl. Klein: Vorlesungen tiber 
die Entwicklung der Math. im 19. Jahrhundert. Bd. I, 1926, S. 174ff. Ferner 
die entsprechenden Bemerkungen in Kleins Ges. Math. Abh. Bd. I, in denen auch 
die diesbeziiglichen Arbeiten von Klein abgedruckt sind. 


304 Die Geschichte der nichteuklidischen Geometrie. 


sechsten dieser Abhandlungen, die 1859 erschienen ist, legt er seinen 
Untersuchungen statt des euklidischen Kreispunktepaares ein beliebiges 
Gebilde zweiten Grades zugrunde und definiert in bezug auf dieses die 
Entfernung und den Winkel derartig, daB sich die euklidischen Formeln 
ergeben, wenn er insbesondere das Kreispunktepaar als fundamentales 
Gebilde wahlt. Cayley ist also weit souverdner als die franzdsische 
Schule (vgl. S. 10) aufgetreten; wahrend diese die gegebenen Verhaltnisse 
der euklidischen Geometrie analysiert hat (vgl. Kap. IV), wurden von 
Cayley ihre Begriffe in ein umfassendes logisches System eingeordnet. 

Der Zusammenhang seiner Uberlegungen mit denen der nicht- 
-euklidischen Geometrie, wie sie von Gau8, Lobatschefskij und Johann 
Bolyai geschaffen worden war, ist ihm dabei entgangen, da ihm die 
diesbeziiglichen Arbeiten unbekannt waren. Diese Beziehungen sind 
zum erstenmal 1869 von Klein erkannt worden; er muBte dabei an 
dem Cayleyschen Ansatz einige Verallgemeinerungen vornehmen, um 
vollige Ubereinstimmung mit der nichteuklidischen Geometrie zu er- 
halten. 


§ 8. Der weitere Ausbau der nichteuklidischen Geometrie, 
insbesondere der Differentialgeometrie. 


Zum SchluB dieses Kapitels wol'en wir noch auf einige Entwicklungs- 
reihen hinweisen, die tiber die Betrachtungen dieses Buches hinaus- 
-greifen. Zunachst hat Dehn auf Anregung von Hulbert untersucht, 
welche Méglichkeiten vorliegen, wenn wir unter Fortlassen des Par- 
allelenaxioms auch die Voraussetzungen tiber die Stetigkeit eonschrdinken ; 
hierbei ist er zu der Aufstellung von sehr interessanten , ,nichtarchimedi- 
-schen“’ Geometrien gekommen}). 

Sodann weisen wir auf die Entwicklungsreihe hin, die durch den 
Namen Study gekennzeichnet ist). Dieser hat von 1900 an die projektive 
Ma8bestimmung als Instrument fiir weitere mathematische Forschungen 

‘benutzt und auch verschiedene Schiiler angeregt, sich in demselben 
Sinne zu betatigen. Seine Arbeiten begegnen sich mit interessanten 
differential- und liniengeometrischen Untersuchungen, die Bzanchi 
bereits vorher begonnen hatte?). Da diese Untersuchungen eine unmittel- 
bare Verallgemeinerung der in diesem Kapitel behandelten differential- 
_geometrischen Fragen darstellen, wollen wir unter Angabe einiger 
besonders schéner Satze kurz uber sie referieren. 

Das KriimmungsmaB einer Flache im euklidischen Raum 1aBt sich 
auf drei verschiedene Weisen definieren: 1. als innere Invariante des 


1) Dehn: Die Legendreschen Sétze tiber die Winkelsumme im Dreieck, Math. 
Ann. Bd. 53, 1900 (vgl. insbesondere die Zusammenstellung der Ergebnisse 


“S. 439). 
2) Vgl. die weiterhin angegebene Literatur. 
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Bogenelementes ds?, 2. als Produkt der beiden Hauptkriimmungen 
(vgl. S. 280) und 3. durch das Verhialtnis des durch die Parallelen der 
Normalen vermittelten spharischen Bildes eines Flachenelementes zu 
diesem selbst. Diese drei Definitionen sind in der euklidischen Geo- 
metrie aquivalent. Bei ihrer Verallgemeinerung auf nichteuklidische 
Raume ist dies nicht der Fall. 

Die nach der Definition 1 fiir eine Flache, die in einem nichteukli- 
dischen Raum liegt und im Sinne dieser Geometrie ausgemessen wird, 
berechnete GroBe heiBt das absolute KriimmungsmaB K,. 

Um die Definition 2 auf nichteuklidische Raéume auszudehnen, 
haben wir wie in der euklidischen Geometrie durch einen Flachenpunkt 
die Normale zu legen und die Schnitte der Ebenen, die durch die Normale 
laufen, mit der Flache zu betrachten. Die Kriimmung dieser Kurven, 
die analog wie in der euklidischen Geometrie definiert wird, besitzt im 


allgemeinen zwei Extremwerte + una : -. Ihr Produkt ist das relative 


4 Wy ie) 
Kniimmungsmap K, = ata 
172 
[stenunk == re bzw. k = -a die MaBkonstante (vgl. S. 194) 
Cy ch 


oder das (absolute) Krimmungsma8 des Raumes, so besteht die ein- 
fache Beziehung?*): 
Ky=K,+k. 


Die Verallgemeinerung der dritten Definition des KriimmungsmaBes 
liefert dagegen wieder die Grobe K, ?). 


Wir nennen noch einige Satze, die sich auf Flachen mit dem abso- 
luten Kriimmungsma’ 0 beziehen, also auf Flachen mit euklidischer 
Differentialgeometrie. Wir kennen einige derartige Flachen schon: in der 
elliptischen Geometrie die Cliffordschen Flachen (vgl.S. 244), in der hyper- 
bolischen Geometrie die Horospharen (S. 252), sowie gewisse_,,zylinder- 
artige‘‘ Flachen (S. 250). Einen vollstandigen Uberblick iiber die Gesamt- 
heit aller Flachen mit K,=0 gewdhren die folgenden beiden Siatze: 


Wenn wir in einem elliptischen Raum vom KriimmungsmaB 25 
é 
zwei Kurven K und K’ von der konstanten, aber entgegengesetzt gleichen 


und — : 
die gleiche Schmiegungsebene besitzen, und nun K eine stetige Clifford- 
sche Schiebung lings K’ erteilen, so entsteht eine Flache mit der abso- 


fi 4 
Torsion 


so legen, dafB sie in einem gemeinsamen Punkt 


2) Bianchi-Lukat: Vorlesungen tiber Differentialgeometrie, 1. Aufl., 1899, 
Kap. XXII. 

2) Study: Nachtrag zu dem Aufsatz: Uber nichteuklidische und Liniengeome- 
éyie, Jahresber. d. D.M.V. 11, 1902. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 20 
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luten Kriimmung Null; und umgekehrt erhalt.man so alle derartigen 
Flachen!). Man erkennt, daf unter diesen Flachen die Cliffordschen 
Flachen enthalten sind. 

Im hyperbolischen Raum sind die Flachen, fir die K, = 0 ist, 
folgendermaBen charakterisiert: Denken wir uns die Fundamental- 
flache als Riemannsche Zahlkugel und in einem Bereich auf ihr eine 
analytische Funktion definiert. Die Geraden des hyperbolischen Raumes, 
welche die Punkte des Bereichs mit den ihnen durch die Funktion zu- 
geordneten Bildpunkten verbinden, heifen eine synektische Lintenkon- 
eruenz. Es gilt der Satz, daB eine solche Kongruenz Orthogonalflachen 
besitzt und dab fiir diese K, = 0 ist. Umgekehrt bilden die Normalen 
auf einer Flache von verschwindender absoluter Kriimmung stets eine 
synektische Kongruenz?). 


Kapitel XI. 
Ausblicke auf Anwendungen 
der nichteuklidischen Geometrie. 


In diesem SchluBkapitel wollen wir zeigen, daB die nichteuklidische 
Geometrie nicht lediglich wegen der Einsichten systematischer und axio- 
matischer Natur, die sie gewahrt, von Interesse ist, sondern daB sie auch 
mit anderen Gebieten der Mathematik in Zusammenhang steht, sich 
bei ihrer Behandlung als niitzliches Handwerkszeug erweist und in ihnen 
fruchtbare Anwendung findet. Wir werden dabei nur so weit gehen, daB 
diese Zusammenhange erkennbar werden, und im ibrigen auf leicht 
zugangliche Literatur verweisen. 


§ 1. Die hyperbolischen Bewegungen des-Raumes und der 
Ebene und die linearen Substitutionen einer komplexen 
Veranderlichen. 

Der weitaus wichtigste dieser Zusammenhange besteht zwischen 
der hyperbolischen Geometrie und der Funktionentheorie. Die Funda- 
mentalflache einer hyperbolischen Geometrie im Raume sei durch: 


2 2 g g 
ai + x3 + 33 — 4G = 0 
gegeben; dann 1aBt sich eine ihrer erzeugenden Geradenscharen durch 


die Gleichungen: hectare ee ae 


A(x — 1%) = %4 + %3 
darstellen (vgl.S.75ff.); A ist dabei ein Parameter, der alle komplexen 
Werte einschlieBlich co durchlauft. Zu jedem komplexen Wert gehort 
1) Bianchi-Lukat: 1. c. 
2) Bianchi-Lukat: 1. c., sowie Study: Uber nichteuklidische und Linien- 
geometrie. Jahresber. d. D.M.V. 11, 1902. 
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also eine Gerade der Schar und mithin ein reeller Punkt der Flache, 
nadmlich der Schnittpunkt dieser Geraden mit der zugehérigen konjugiert 
komplexen Geraden. 

Sehen wir uns die so definierte eineindeutige Verteilung aller kom- 
plexen Zahlen auf der ovalen Flache naher an. Wenn wir zu inhomo- 
genen Koordinaten: 


tibergehen und im %, y, z-Raum die euklidische Geometrie mit recht- 
winkligen x, y, z-Koordinaten gelten lassen, so ist unsere Flache eine 
Kugel. Aus den obigen Gleichungen ist ersichtlich, da jedem ihrer 
Punkte mit Koordinaten x, y, z die komplexe Zahl: 

Fieaal + 1% x tty 


%q — %3 es 


zugeordnet ist. Wenn wir die Kugel von ihrem Nordpol x = y=0, 
z= 1 stereographisch auf die Aquatorebene z = 0 projizieren, so ist, 
wenn a, b, 0 die Koordinaten des Punktes sind, in den der Kugelpunkt 
x, y, 2 tbergeht, 


also: ta Se, 
So sehen wir: Die in der Funktionentheorie wibliche Verteilung der kom- 
plexen Zahlen auf der Zahlkugel stimmt villig mit der Parametervertéeilung 
tiberein, die durch eine erzeugende Geradenschay hervorgerufen wird?). 
Bei einer Bewegung des hyperbolischen Raumes, der die Zahl- 
kugel als Fundamentalflache besitzt, erleidet nun (vgl. S. 112) 4 eine 
lineare Substitution mit komplexen Koeffizienten und nicht verschwin- 
dender Determinante: 


ne eos, (1d — By +0). 


Umegekehrt gehdért zu jeder solchen Substitution eine und nur eine 
reelle Bewegung; denn die Transformation, welche die zweite Geraden- 
schar erleidet, ist durch die Transformation der ersten Geradenschar und 
weiter durch die Bedingung, dafi die Bewegung reell sein soll, eindeutig 
bestimmt. In dem gleichen Verhaltnis stehen die Umlegungen der 
hyperbolischen Geometrie zu den uneigentlichen Substitutionen, die 
jedem Wert 4 den Wert: 

av ah+t p 

aah yA +o 
zuordnen, wobei 4 die zu 4 konjugiert komplexe Zahl ist. 


1) Die andere Geradenschar ordnet bei passender Einfiihrung des zuge- 
hérigen Parameters jedem Punkt den konjugierten Wert 4= a—ib zu. 


20" 
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Damit ist der Zusammenhang zwischen der hyperbolischen Geometrie 
und der Funktionentheorie bereits hergestellt. Jede hyperbolische Be- 
wegung (bzw. Umlegung) ergibt auf der Fundamentalkugel eine eigentliche 
(bzw. uneigentliche) lineare Substitution; und umgekehrt, jede eigentliche 
(bzw. uneigentliche) lineare Substitution auf der Kugel laBt sich eindeutig 
zu einer hyperbolischen Bewegung (bzw. Umlegung) vervollstandigen. Durch 
diesen Zusammenhang werden die hyperbolischen Bewegungen des 
Raumes und die (eigentlichen) linearen Substitutionen einer komplexen 
Variablen eineindeutig so aufeinander bezogen, da} die beiden Gruppen 
vermége dieser Beziehung isomorph sind'). Wir haben nun S. 251 ge- 
sehen, daf} es Untergruppen der raumlichen hyperbolischen Bewegungen 
gibt, die den Bewegungsgruppen der ebenen elliptischen, euklidischen 
oder hyperbolischen Geometrie isomorph sind; sie entstehen, wenn wir 
einen Punkt im Innern, auf dem Rande oder im AuSern der Funda- 
mentalflache festhalten. Auf Grund des obigen Zusammenhanges 
wissen wir, da es entsprechende Untergruppen der eigentlichen linearen 
Substitutionen geben muB; mit ihnen werden wir uns im nachsten Para- 
graphen noch kurz beschaftigen. 

Zuavor wollen wir aber noch zeigen, wie sich aus der Existenz der- 
jenigen Untergruppe der linearen Substitutionen, welche der Be- 
wegungsgruppe der ebenen hyperbolischen Geometrie entspricht, ein 
Modell der ebenen hyperbolischen Geometrie ableiten laBt, das be- 
sondere geometrische und funktionentheoretische Wichtigkeit besitzt 
Auf dieses Modell waren wir S. 299ff. bereits durch ganz andersartige, 
namlich differentialeeometrische Uberlegungen gefithrt worden. Wir 
schlieBen folgendermaBen. Die der hyperbolischen Bewegungsgruppe 
der Ebene entsprechende Untergruppe in der raumlichen hyperbolischen 
Geometrie ergab sich, als wir einen Punkt im Au®ern der Fundamental- 
flache festhielten (S. 251). In dem durch ihn gehenden Biindel gilt, wie 
wit hervorhoben, eine hyperbolische Ma8bestimmung, die wir S. 252 auf die 
zu dem Fixpunkt gehorigen Hyperspharen projizierten. Wir kénnen die 
hyperbolische MaS8bestimmung auf diese Weise aber auch auf die Funda- 
mentalflache, die wir jetzt als euklidische Kugelangenommen haben, selbst 
iibertragen. Wahlen wir insbesondere als den ausgezeichneten Fixpunkt 
den unendlich fernen Punkt der z-Achse, so sind die Strahlen und Ebenen 
des Biindels zur z-Achse parallel. Den geraden Linien der betrachteten 
zweidimensionalen hyperbolischen Geometrie, also den Ebenen des Biin- 
dels, entsprechen dann diejenigen Kreise auf der Kugel, die den Aquator 
senkrecht schneiden; den Bewegungen entsprechen diejenigen linearen 
Substitutionen von 4, bei denen der Aquator fest bleibt. Diese Abbil- 
dung des hyperbolischen Biindels auf die Kugel ist zunachst zweideutig; 
wir machen sie dadurch eindeutig, da8 wir nur die untere Halbkugel 
betrachten. Projizieren wir diese nun stereographisch vom Nordpol aus 


1) Definition der Isomorphie S. 213, Anm. 1. 
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auf die Aquatorebene, so erhalten wir im Innern des Einheitskreises der 
x-y-Ebene ein eineindeutiges Bild der hyperbolischen Geometrie der Ebene, 
in dem als Geraden die Kreise gelten, die den Einhettskveis senkrecht schneiden, 
und als Bewegungen dieyenigen linearen Substitutionen von x + 1y, die 
diesen Kreis in sich transfornuerent). Wenn wir als Zentrum des hyper- 
bolischen Bindels nicht den unendlich fernen Punkt der z-Achse, sondern 
den der y-Achse wahlen, und dann die durch y > 0 gekennzeichnete 
Halbkugel stereographisch vom Nordpol aus auf die x-y-Ebene proji- 
zieren, so erhalten wir ein ganz ahnliches Bild der hyperbolischen 
Geometrie in der Halbebene y> 0 statt im Innern des Einheitskreises?). 
Die Bewegungen sind jetzt diejenigen linearen Substitutionen yon 
«% +1zy, bei denen die reelle Achse y = 0 in sich iibergeht, also die Sub- 
stitutionen mit reellen Koeffizienten. Da man durch diese Substitutionen 
die hyperbolischen Bewegungen der Ebene darstellen kann, haben wir 
schon frither (S. 99) auf ganz anderem Wege erkannt. 

Das hier besprochene Modell der ebenen hyperbolischen Geometrie, 
das bereits Beltyamit bekannt war, ist durch die Arbeiten von Poin- 
caré von groBer Bedeutung fiir die neuere Funktionentheorie geworden, 
worauf wir in § 3 naher eingehen werden. Hier wollen wir nur zeigen, 
in welcher Richtung ein Zusammenhang zwischen der reellen nichteukli- 
dischen Geometrie und der Funktionentheorie einer komplexen Ver- 
anderlichen zu suchen ist. 


§ 2. Uber Anwendungen der hyperbolischen Geometrie 
des Raumes auf lineare Substitutionen. 


Auf Grund des im vorigen Paragraphen festgestellten Zusammen- 
hanges zwischen den linearen Substitutionen und den Bewegungen des 
hyperbolischen Raumes konnen wir die Kenntnisse, die wir von den letz- 
teren haben (S. 249ff.), zur Diskussion der durch lineare Funktionen ver- 
mittelten Abbildungen der, Riemannschen Zahlkugel auf sich verwenden. 
Wir konnen diese Abbildungen ebenso wie die ihnen entsprechenden 
Bewegungen?) klassifizieren und gelangen dadurch zu folgender Ein- 
teilung: 

{. Bei der hyperbolischen Bewegung gehen samtliche Punkte einer 
durch das Innere der Fundamentalflache laufenden Geraden g, sowie jede 
zu g (im hyperbolischen Sinn) senkrechte Ebene in sich tiber, wahrend das 
Ebenenbiischel durch g eine Kollineation in sich erleidet. Die ent- 
sprechende lineare Substitution der Fundamentalkugel sieht daher so 
aus: zwei Punkte (die Durchsto&punkte von g) sind Fixpunkte, jeder 
Kreis einer Kreisschar, die sich auf diese beiden Punkte zusammenzieht, 


1) Beziiglich der Langen- und Winkelmessung in diesem Modell vgl. S. 299 ff. 
*) Der Leser vergleiche die Klassifikation der hyperbolischen Bewegungen 
S. 250ff. 
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(Schnitt mit einer auf g senkrechten Ebene) ist eine ,,Stromlinie“, d. h. 
er wird in sich transformiert; die zu dieser Kreisschar senkrechte Kreis- 
schar durch die beiden Fixpunkte (Schnitt mit dem Ebenenbiischel 
durch g) geht als Ganzes in sich iiber. Eine solche Substitution nennt 
man elliptisch. 

2. Bei der hyperbolischen Bewegung bleibt eine im AuBern der 
Flache verlaufende Gerade g punktweise fest; das Ebenenbiischel durch 
g erleidet eine Kollineation; jede Ebene durch die Polare g’ von g geht 
in sich ber. Bei der zugeh6rigen linearen Substitution der Kugel sind 
wieder zwei Fixpunkte vorhanden (die DurchstoBpunkte von g’); die 
Kreise des durch diese bestimmten Kreisbiischels (die Schnitte mit den 
Ebenen durch g’) sind die ,Stromlinien‘; die zu dieser Schar orthogo- 
nale Schar (Schnitt mit dem Biischel durch g) geht als Ganzes in sich 
iiber. Gegentiber der elliptischen Substitution sind also die Rollen der 
beiden Kreisscharen vertauscht. Man nennt die jetzt vorliegende Sub- 
stitution hyberbolisch. 

3. Es gehen zwei zueinander polare Geraden g und g’ je in sich iiber, 
es bleibt aber kein Punkt im Innern oder AuBern der Flache fest. Diese 
Bewegung 1a8t sich als Kombination der unter 1. und 2. betrachteten 
Falle auffassen. Die Punkte bewegen sich auf Schraubenlinien. Auf 
der Kugel gibt es wieder zwei Fixpunkte (die Schnittpunkte mit der reell 
schneidenden Fixgeraden); die ,Stromlinien‘ sind jetzt Spiralen um die 
beiden Fixpunkte. Man nennt eine solche Substitution loxodvomisch. 

4. SchlieBlich bleibt noch der Grenzfall, daB die beiden festen Ge- 
raden sich schneiden und in ihrem Schnittpunkt die Kugel berihren. 
Dann lehrt die Betrachtung des hyperbolischen Raumes (vgl. S. 250): 
es gibt einen einzigen Fixpunkt auf der Kugel (den Berithrungspunkt 
der festen Geraden); jede Schar sich in ihm beriihrender Kreise geht als 
Ganzes in sich iiber, die Kreise einer ausgezeichneten dieser Scharen 
sind die ,,Stromlinien“. Diese Substitution hei8t parabolisch: 

Genaue Diskussionen der verschiedenen linearen Abbildungen der 
Kugel auf sich findet man in vielen Lehrbiichern der Funktionentheorie?). 

Eine sch6ne Anwendung der hyperbolischen Geometrie hat Klein 
bei der Behandlung der folgenden Aufgabe gemacht: ,,Es sollen alle 
endlichen Gruppen (d. h. aus endlich vielen Operationen bestehende 
Gruppen) linearer Substitutionen einer komplexen Veranderlichen an- 
gegeben werden?).‘‘ Sein Gedankengang ist: Man hat die endlichen Be- 
wegungsgruppen des hyperbolischen Raumes aufzusuchen. Jede einer 
solchen Gruppe angehérige Bewegung ist ,,periodisch™, d. h. fiihrt nach 
mehrmaliger Wiederholung jeden Punkt in seine Ausgangslage zuriick. 
‘Eine periodische Bewegung hat, wie man leicht sieht, einen Fixpunkt 


1) Siehe z. B. Hurwitz-Couvant: Funktionentheorie, 2. Aufl., 1925. 
2) Uber bindve Formen mit linearen Substitutionen in sich, Math. Ann. 9; 
wieder abgedruckt in Kleins Ges. Math. Abh. II, S. 245. 
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im Innern der Flache (ist also ,,elliptisch“). Alle Bewegungen einer 
endlichen Gruppe aber haben sogar einen gemeinsamen Fixpunkt im 
Innern?). Die Gruppe ist daher Untergruppe der Gruppe aller hyper- 
bolischen Drehungen um einen festen, reellen, eigentlichen Punkt, die 
sich (vgl. S. 254) in nichts von der Gruppe der euklidischen Kugel- 
drehungen unterscheidet. Unsere endliche Gruppe ist daher einer end- 
lichen Gruppe von Kugeldrehungen, d.h. einer der sog. ,,Polyeder- 
gruppen‘‘?) isomorph. 


§ 3. Automorphe Funktionen, Uniformisierung 
und nichteuklidische MaBbestimmung®. 


In diesem Paragraphen wollen wir kurz auf die funktionen- 
theoretische Bedeutung des Potncaréschen Modells der ebenen hyper- 
bolischen Geometrie (vgl. S. 308, sowie S. 299 ff.) eingehen, in dem die- 
jenigen linearen Substitutionen, die den Einheitskreis in sich trans- 
formieren, als nichteuklidische Bewegungen der Ebene gedeutet werden. 

Unter einer automorphen Funktion versteht man eine eindeutige 
analytische Funktion, die invariant ist gegeniiber einer Gruppe linearer 
Substitutionen ihres Argumentes; wenn /(z) eine solche Funktion ist, so 
“gibt es also eine Gruppe von Substitutionen: 


a Getta ES («,0, — Paya +0; 
pat + 0; i Udi 2, nde} 
derart, daB: 
f(t) = 10) 
fiir alle ¢ des Existenzbereiches von / ist. Die einfachsten Beispiele sind: 
f() =e 
mit der aus 2 Substitutionen bestehenden Gruppe: 
d 
ee a (A= 0,4, 0.5 w— 1) 
und: 
f(t) =e 
mit der unendlichen Gruppe: 
=i de 2ae) (A= 0,4, 2,..., 
es VEL sapeero. 2) 


1) Begriindung s. Klein a. a. O. 

2) Die Polyedergruppen sind z. B. in Klein, Elementarmathematik 1, 1924, 
S. 129ff. eingehend behandelt. Auch die wnendlichen Substitutionsgruppen lassen 
sich mittels des betrachteten Zusammenhangs klassifizieren; s. Klein-Fricke, 
Automorphe Funktionen I. 

/3) Als Literatur zu diesem Paragraphen, zu dessen Verstandnis einige funk- 
tionentheoretische Kenntnisse vorausgesetzt werden miissen, nennen wir: Klein- 
Fricke: Automorphe Funktionen; Hurwitz-Courant: Funktionentheorie (3. Teil); 
Weyl: Die Idee dey Riemannschen Fliche. 
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ferner auBer dieser einfach-periodischen Funktion ¢ die bekannten 
doppelt-periodischen Funktionen. Bei diesen Beispielen ist der Exi- 
stenzbereich von /(t) entweder — im Fall f(t) = #” — die ganze Zahl- 
kugel oder — im Fall der periodischen Funktionen — die Zahlebene 
ohne den unendlich fernen Punkt. 

Daneben aber gibt es auch automorphe Funktionen mit anderen 
Existenzbereichen. Uns interessieren jetzt besonders diejenigen, deren 
Existenzbereich das Innere des Einheitskreises ist. Die zugehdrigen 
linearen Substitutionen fihren daher den Einheitskreis in sich uber, 
kénnen also als Bewegungen der hyperbolischen Ebene aufgefaBt wer- 
den. Da nun fiir das Studium der automorphen Funktionen die Kenntnis 
der zugehérigen Substitutionsgruppen von gréBter Bedeutung ist, ist 
hieraus die Wichtigkeit der hyperbolischen Geometrie fiir diesen Zweig 
der Funktionentheorie ersichtlich. 

Die einfachste dieser automorphen Funktionen ,,mit Grenzkreis‘‘ ist 
die Modulfunktion, d.h. diejenige Funktion, die ein dem Einheitskreis 
einbeschriebenes, ihn mit seinen Seiten orthogonal schneidendes Kreis- 
bogendreieck — also ein im Sinn des Poincaréschen Abbildes der hyperboli- 
schen Geometrie geradliniges, nullwinkliges Dreieck — konform und 
schlicht auf eine von der reellen Achse begrenzte Halbebene abbildet. 
Diese zunachst nurim Innern des Dreiecks definierte Funktion u=/(#) 1aBt 
sich im ganzen Innern des Einheitskreises, aber nirgends tiber diesen hinaus 
analytisch fortsetzen. Die analytische Fortsetzung wird folgendermaBen 
ausgefiihrt: man spiegelt das Dreieck an einer seiner Seiten; es bildet 
zusammen mit diesem seinem Spiegelbild ein Viereck; dieses spiegelt 
man wieder an einer seiner Seiten; so fahrt 
man fort und bedeckt schlieBlich immer 
gtoBere Gebiete im Kreisinnern, die gegen 
das ganze Kreisinnere konvergieren. Nach 
einem bekannten Prinzip der Funktionen- 
theorie ist dann durch die Festsetzung, 
da zu zwei in diesem Sinn spiegelbild- 
lich zueinander gelegenen Punkten #,, 7, 
einander konjugiert komplexe Werte u,, 
Uy =U, gehdren, die analytische Fort- 
setzung definiert. 

Abb. 236. Dabei ist die Tatsache wichtig, da man 

durchimmer wiederholte Spiegelung wirk- 

lich alle Punkte des Kreisinnern bedecken kann. Bei ihrem Beweis wendet 
man mit Vorteil die nichteuklidische MaBbestimmung an. Denn wahrend. 
vom euklidischen Standpunkt aus die Bilder des Ausgangsdreiecks bei der 
durch die wiederholte Spiegelung hervorgerufenenAnnaherung an dieKreis- 
peripherie immer kleiner werden (vgl. Abb. 236), sind sie im hyperbolischen 
Sinne alle gleich groB, da die Spiegelung eine starre Transformation ist. 
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Zu zwei Punkten, die durch eine gerade Anzahl von Spiegelun- 
gen auseinander hervorgehen, gehéren nach dem obigen Prinzip der 
analytischen Fortsetzung stets gleiche Funktionswerte. Eine Spiege- 


lung ist nun eine uneigentliche Substitution {d.h. von der Gestalt 
ieee “ts, eine gerade Anzahl von Spiegelungen liefert aber stets eine 
eigentliche Substitution. Mithin ist f(¢) in der Tat eine automorphe 
Funktion. 

Unter einem Fundamentalbereich von f(t) versteht man einen Be- 
reich, in dem jeder Wert, dessen /(¢) fahig ist, genau einmal angenom- 
men wird. Das oben erwahnte, durch einmalige Spiegelung entstandene 
Viereck ist, wenn man zwei geeignete seiner Seiten ausschlieBt, ein Fun- 
damentalbereich. Er wird durch die Substitutionen der Gruppe so an 
alle Stellen des Kreisinnern beférdert, daB dabei jeder Punkt genau 
einmal bedeckt wird. Derartige Fundamentalbereiche und Deck- 
transformationen sind uns bereits von der Betrachtung der Raumformen 
her bekannt (Kap. IX). Jetzt handelt es sich um nichts anderes als da- 
mals; denn auch jetzt sind die Decktransformationen hyperbolische 
Bewegungen und auch jetzt sind sie fixpunktfrei (was, wie man zeigen 
kann, fiir alle automorphen Funktionen mit Grenzkreis zutrifft). Wir 
sehen also: Jede automorphe Funktion mit Grenzkreis — z. B. die Modul- 
funktion — definiert eine hyperbolische Raumform. 

Diese Tatsache steht in engem Zusammenhang mit dem Problem 
der Untformisierung mehrdeutiger Funktionen. Sind zwei Veranderliche z 
und w durch eine analytische Gleichung f(z, w) = 0 miteinander 
verkniipft, so ist dadurch w als eine im allgemeinen mehrdeutige 
Funktion yon z bestimmt. Die Aufgabe der Uniformisierung ist nun, 
das Studium dieser mehrdeutigen Funktion auf eindeutige Funk- 
tionen zuriickzufihren ; d. h. man soll zwei eindeutige analytische Funk- 
tionen y(t), y(t) finden, fiir die identisch F[y(é), y(t)] = 0 ist, man soll 
mit anderen Worten fiir die mehrdeutige Funktion w = f(z) eine Dar- 
stellung z= p(t), w= w(t) mit dem wntformisierenden Parameter t 
angeben. Geometrisch verlangt dies die konforme und eineindeutige 
Abbildung der in geeigneter Weise zerschnittenen Riemannschen Flache, 
die zu der Gleichung F(z, w) = 0 gehort, auf einen Bereich der ¢-Ebene; 
dabei ist die Eineindeutigkeit so zu verstehen, daB man zwei Rand- 
stiicke des Bildbereichs, die den beiden Ufern desselben Schnittes auf 
der Flache entsprechen, als identisch anzusehen hat. Man kann diese 
Aufgabe folgendermafen angreifen: zu der gegebenen Riemannschen 
Flache F konstruiere man die universelle Uberlagerungsflache F’, d. h. 
diejenige einfach zusammenhingende Riemannsche Flache, die F relativ 
unverzweigt und relativ unbegrenzt iiberlagert. Ff’ bilde man nun konform 
und eineindeutig (im gewohnlichen Sinne) auf einen Teil der ¢-Ebene ab. 
Die Uniformisierungstheorie lehrt, daB diese Abbildung stets méglich ist. 


314 Ausblicke auf Anwendungen der nichteuklidischen Geometrie. 


Beschranken wir uns auf geschlossene Riemannsche Flachen F — 
d. h. auf algebraische Funktionen w = f(z) — und zwar auf solche vom 
Geschlecht > 1, so laBt sich &’ auf das Innere des Einheitskreises 
der t-Ebene abbilden; die oben eingefithrten Funktionen z= y(t), w= y(é) 
sind dann automorphe Funktionen mit. Grenzkreis. Zwei Punkten ¢,, ty, 
die bei Substitutionen der zugehérigen Gruppen ineinander tber- 
gehen, entsprechen zwei Punkte von F’, die tber demselben Punkt 
von F liegen, beiden entspricht also derselbe Punkt von Ff; ein 
Fundamentalbereich ist gerade das eineindeutige Bild von F. Da wir 
die Decktransformationen als hyperbolische Bewegungen auffassen 
k6onnen, laBt sich F als hyperbolische Raumform deuten. Ihre Winkel- 
messung ist von vornherein auf der Riemannschen Flache gegeben; 
durch die geschilderte uniformisierende Abbildung wird auf ihr auch 
eine Langenmessung definiert. Umgekehrt liefert die Kenntnis dieser 
Metrik auf F sofort die gesuchte Abbildung auf die Ebene. Die Még- 
lichkeit der Auffassung der Riemannschen Flache als einer Raumform 
der nichteuklidischen Geometrie ist also geradezu der Inhalt des Uni- 
formisierungssatzes. 

Von den verschiedenen Methoden, das Uniformisierungsproblem zu 
losen, geht eine direkt darauf aus, die zu F gehorige nichteuklidische 
MaB8bestimmung zu finden: | 

Die Riemannsche Flache vom Geschlecht # > 1, die auf ein Stiick 
der ¢+Ebene abgebildet werden soll, sei mit Verzweigungen wber der 
z-Ebene ausgebreitet. Die Abbildungsaufgabe ist gelést, wenn man den 


| 

Modul, d. h. das Vergré8erungsverhaltnis en (in unserer friiheren 
Bezeichnung | ; i 

| @(é) | 
eindeutige Funktion von z ist — zu einem z gehdéren ja alle die Werte 
von ¢, die bei den Substitutionen der Gruppe ineinander iibergehen — 
ist auch dieser Modul nicht eindeutig, was seine Bestimmung erheblich 
erschwert. Diese Schwierigkeit beseitigt man so: statt des hier genannten 
Moduls, der der Quotient der euklidischen Bogenelementquadrate der 
t und der z-Ebene ist, fiihrt man als gesuchte Funktion das Ver- 
haltnis des nichteuklidischen Bogenelementquadrats, das zu der im 
Einheitskreis der ¢Ebene herrschenden hyperbolischen Mafbestim- 
mung gehdrt, zu |dz? ein. Diese Funktion ist eindeutig, da diese 
Substitutionen, die ¢ beim Durchlaufen gewisser Wege der ¢-Ebene 
erleidet, langentreu im Sinne der hyperbolischen Geometrie sind. 
Bezeichnet w den Logarithmus dieser eindeutigen Funktion, so ge- 
niigt, wie man leicht berechnet, w der Differentialgleichung dw = e”; 
unabhingige Verdnderliche sind dabei x, y, wenn z= x + ‘ty ist. 
Die Uniformisierungsaufgabe ist damit auf die Integration der ge- 
nannten Differentialgleichung mit gewissen in den Verzweigungspunk- 


als Funktion von z kennt. Da aber ¢ keine 
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ten der Riemannschen Flache zu erfiillenden Randbedingungen zu- 
riickgefiihrt?). 

Das Geschlecht der bisher betrachteten Riemannschen Flache war 
stets gréBer als 14. Auch die Flachen mit = 1 und # = 0 lassen sich 
uniformisieren. Jedoch besteht ein wesentlicher Unterschied beziiglich 
des Regularitatsbereichs der zugehérigen automorphen Funktionen. Er 
ist jetzt nicht mehr das Innere des Einheitskreises. Ist £ = 0, so besteht 
er aus der ganzen Zahlenkugel, die uniformisierenden Funktionen sind 
also rational. Ein Beispiel ist die Parameterdarstellung: 


z2=9()=?, w=y) =? 
fiir die mehrdeutige Funktion: 
w= f(z) =z. 


Ist =1, so sind y(t) und w(t?) meromorphe Funktionen, ihr 
Existenzbereich ist also die ganze Ebene ohne den unendlich fernen 
Punkt. Das bekannteste Beispiel ist die Uniformisierung der Funktionen 
w = f(t) =yan2 + a,22+ a,z +a, durch elliptische Funktionen. Fun- 
damentalbereiche sind dabei Parallelogramme der ¢-Ebene, wie sie 
uns bei der langentreuen Abbildung einer mit der Cliffordschen Mab- 
~ bestimmung versehenen Ringflache auf die euklidische Ebene bereits 
begegnet sind (vgl. Abb. 185, S. 260). 

Uberhaupt liegt hier wieder ein bemerkenswerter Zusammenhang 
vor. Dieselbe Einteilung der geschlossenen Flachen in 3 Klassen, je 
nachdem: 


£=0; p=1, P22 


ist, tritt beim Problem der Raumformen wie bei dem der Uniformisie- 
rung auf: die 3 Flachenklassen kénnen der Reihe nach mit elliptischen 
bzw. euklidischen und hyperbolischen MaBbestimmungen versehen und 
dann langentreu auf die Kugel bzw. die euklidische Ebene und die 
durch das Innere eines Kreises dargestellte hyperbolische Ebene ab- 
gebildet werden, ganz analog den konformen Abbildungen der Rie- 
mannschen Flachen der verschiedenen Geschlechter auf schlichte Gebiete. 


§ 4. Bemerkung iiber die Anwendung der nichteuklidischen 
MaB8bestimmung in der Topologie. 


Auch fiir rein topologische Untersuchungen geschlossener Flachen 
besitzt die Méglichkeit, sie als euklidische oder nichteuklidische Raum- 
formen aufzufassen, und die damit zusammenhangende Einteilung in 
3 Klassen grofen Wert. 


——t 


1) Naheres siehe: Klein: Uber lineare Differentialgleichungen der zweiten Ord- 
nung, autographierte Vorlesung, 1894; Bieberbach: Au =e" und die automorphen 
Funktionen, Math. Ann. Bd. 77, 1916. 
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Wir. weisen auf diesbeziigliche Arbeiten) hin, ohne naher auf sie 
einzugehen; in ihnen fiihrt man auf einer vom Standpunkt der Topologie 
aus zu untersuchenden Flache eine Clifford-Kleinsche MaSbestimmung 
ein und macht sich deren einfache Eigenschaften, wie z. B. den iiber- 
sichtlichen Verlauf ihrer geodatischen Linien zu Nutzen. Offenbar ist 
unter allen Arten, eine Flache auszumessen, die Clifford-Kleinsche als 
die natiirlichste und dem topologischen Bau der Flache am besten an- 
gemessene anzusehen. 


§ 5. Die Anwendung der projektiven MaBbestimmung in der 
speziellen Relativitatstheorie?. 


In neuerer Zeit hat die projektive MaBbestimmung auch bei physi- 
kalischen Uberlegungen, namlich in der speziellen Relativitatstheorie, 
Anwendung gefunden. Die raumzeitliche Lage eines materiellen Punk- 
tes P wird durch vier GréSen, die drei Raumkoordinaten x, Miss t4 
eines rechtwinkligen Parallelkoordinatensystems und die zugehorige 
Zeit t bestimmt, zu der sich der Punkt an dieser Stelle befindet. Wir 
kdénnen deshalb jede Lage von P durch einen Punkt einer vierdimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit x, y, z, t wiedergeben, die man zum Unterschied 
von dem physikalischen Raum x, y, z als Welt bezeichnet. Weiter 
wird die Bewegung eines materiellen Punktes P durch drei Gleichungen 
der’ Gestalt: + =-/,(4), y=/,(t), 2= 7.) dargestellt.”” Im der) vier 
dimensionalen Mannigfaltigkeit bestimmen diese Gleichungen eine Kurve, 
die man die Weltlinie von P nennt. Jeder ihrer Punkte stellt eine be- 
stimmte Lage von P in Raum und Zeit dar, und die durch die Welt- 
linie angegebene Zusammenfassung dieser Lagen ergibt die betrachtete 
Bewegung. In derselben Weise wird die Bewegung eines Systems von 
m materiellen Punkten durch ” nebeneinander herlaufende Weltlinien 
wiedergegeben. . 

Wir haben nun bei der Untersuchung der euklidischen Geometrie 
und der projektiven MaSbestimmungen gesehen, dai die wesentlichen 
Eigenschaften einer Geometrie besonders klar und einfach in den Ge- 
setzmaBigkeiten der zugehdrigen starren Bewegungen zutage treten. 
Bei ihrer Untersuchung wurden wir auf das fundamentale Gebilde ge- 
fihrt, das bei allen diesen Bewegungen in sich tibergeht. Von der 


1) Z. B.: Dehn: Uber unendliche diskontinuierliche Gruppen, Math. Ann. 71, 
1912. — Gieseking: Analyt. Untersuchungen wiber topologische Gruppen, Diss. 
Minster, 1912. — J. Nielsen: Zur Topologie der geschlossenen Fldchen, Saertryk af 
Kongresberetningen, Kopenhagen, 1926. — Brouwer: Aufzihlung dey Abbildungs- 
klassen endlichfach zusammenhdngender Fldchen, Math. Ann. 82, 1921. 

2) Als Literatur zu diesem Paragraphen nennen wir Klein: Uber die geome- 
trischen Grundlagen dey Loventzgruppe, Jahresber. der D. M. V., Bd. 19, 1910; 
wieder abgedruckt in Klein, Ges. Math. Abh., Bd. I. — Ferner Klein: Vorlesungen 
tiber die Entwicklung dey Mathematik im 19. Jahrhundert, Bd. 11, 1927. 
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Theorie dieses Gebildes ausgehend, konnten wir dann alle Eigenschaften 
der zugehérigen Ma®bestimmung in einfachster Weise iibersehen. 

Es ist méglich, entsprechende Uberlegungen auch auf die hier be- 
trachtete Welt zu iibertragen. Wir kénnen namlich der Welt eine be- 
stimmte Geometrie, oder besser eine bestimmte raumzeitliche Struktur 
zuschreiben. Dabei zeigt sich aber, da wir zu ganz verschiedenen Struk- 
turen gefiithrt werden, je nachdem wir von der klassischen Mechantk 
oder aber der Elektrodynamik ausgehen. Den Ausgangspunkt der 
Mechanik bilden die Newtonschen Differentialgleichungen, wahrend der 
Elektrodynamik die Maxwellschen Gleichungen zugrunde liegen. Wir 
werden nun diejenigen projektiven Transformationen der Welt auf- 
suchen, bei denen jedes der beiden Gleichungssysteme unverandert 
bleibt, genau so, wie wir friher alle projektiven Transformationen be- 
stimmten, bei denen die Entfernung zwischen zwei Punkten und der 
Winkel zwischen zwei Geraden unverdandert blieben. 

Es ist bekannt, da8 die Newtonschen Differentialgleichungen bei 
der Gruppe der folgenden Substitutionen invariant bleiben: 


H = Cy %' + Cy’ + Cygz’ + Cyyt! + C45, 

Y = Cy X' + Copy’ + Cogz’ + Cost! + Cos, 

Z = Cy ,%' + Cy’ + Cygz’ + Coat’ + C5, 

ba aU + Cys, 
in denen die neun Koeffizienten c,,, (*, 2 = 1, 2,3) eine orthogonale 
Matrix mit der Determinante +1 oder —1 bilden. Diese Gruppe 
setzt sich aus folgenden drei Arten von Substitutionen zusammen: 

1.deneuklidischenTransformationen des physikalischenRaumes%,y, 2; 

2. den Transformationen, die sich ergeben, wenn wir die Zeit von 
einem anderen Zeitpunkt aus zahlen; 

3. den Transformationen, die auf die Einfiihrung eines neuen 
Koordinatensystems x, y, z herauskommen, das gegenitber dem alten 
Koordinatensystem x’, y’, 2’ in gleichformig fortschreitender Parallel- 
verschiebung begriffen ist. Die betrachtete Gruppe bezeichnen wir als 
die Galilei-Newton-Gruppe der klassischen Mechanik. In ihr treten 
16 Koeffizienten auf, von denen die 9 ersten 6 (wesentlichen) Be- 
dingungsgleichungen unterworfen sind; die Gruppe besitzt daher 10 
wesentliche Parameter und wird als zehngliedrig bezeichnet. 

In genau derselben Weise werden wir nun nach der Gruppe derjenigen 
projektivenTransformationen derWelt fragen, bei denen die Maxwellschen 
Gleichungen invariant bleiben. Die nahere Untersuchung, auf die wir hier 
nicht eingehen kénnen, zeigt, daB diese Gruppe die folgende Gestalt besitzt : 

% = Cy %' + Cy’ + Cygz' + C+ Cygt! + C45, 
Y = Coy %' + Copy” + Cogz’ + C* Cogt’ + Cos, 
Z = Cg’ + Copy’ + Cyg2’ + C+ Cogt’ + Cop, 


Ca C4 C43 
ee ee Cat’ + Cys, 
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wobei die ersten 16 Koeffizienten c,, (x, 4 = 4, 2, 3, 4) 10 Bedingungs- 
gleichungen der folgenden Gestalt geniigen: 


4 fir x»=2 
Cu Cay + CxoCig + Cx3lig — Cxgllg = fiir x = Pe 
: > 


ferner bedeutet c die Lichtgeschwindigkeit. In dieser Gruppe, die wir 
nach Poincaré als Lorentzgruppe bezeichnen wollen, treten somit 20 Ko- 
eifizienten auf, die 10 (wesentlichen) Bedingungsgleichungen unter- 
worfen sind; die Gruppe ist also genau wie die Galilei-Newton-Gruppe 
zehngliedrig. 

Die beiden Gruppen kénnen wir nun geometrisch in einfacher Weise 
festlegen, wenn wir die affine Mannigfaltigkeit der x, y, z, ¢ durch 
Hinzunahme der unendlich fernen Elemente zu einer projektiven 
Mannigfaltigkeit erweitern. Bei den Substitutionen der Galilei-Newton- 
Gruppe geht namlich ein bestimmtes quadratisches Gebilde in sich 
tiber, das aus dem unendlich fernen Raum mit einer in ihm legenden 
Ebene besteht, in welcher eine nullteilige Kurve ausgezeichnet ist1). 
Genau so bleibt bei den Transformationen der Lorentzgruppe eine null- 
teilige Flache invariant, die durch den nullteiligen Hyperkegel: 


x2 + y2 + 22 — C222 — 0 


aus dem unendlich fernen Raum ausgeschnitten wird. Im Sinne der 
Theorie der quadratischen Gebilde in einer vierdimensionalen Mannig- 
faltigkeit ist dasfundamentale Ge- 
bilde der Galilei-Newton-Gruppe 
als zweimal ausgeartet, das der 
Lorentzgruppe dagegen als ein- 
mal ausgeartet anzusehen?), 
Die zur Lorentzgruppe ge- 
hérige Geometrie haben wir be- 
reits an fritherer Stelle als pseu- 
doeuklidische Geometrie kennen- 
gelernt (S. 142ff.). Der Anschau- 
lichkeit halber unterdriicken wir 
die z-Koordinate und sprechen 
die zugehérigen Satze nur fiir 
drei Dimensionen %, y, ¢ aus. 
Von jedem Punkt des Raumes 
geht ein Kegel von isotropen 


Abb. 237. 


1) Dieses Gebilde ist der Schnitt des unendlich fernen Raumes mit der Hyper- 
ebene ¢ = 0 und dem Hyperzylinder #2 + y24 22 =0. 

*) Infolge der Ausartung gehen die fundamentalen Gebilde auch noch bei be- 
stimmten Ahnlichkeitstransformationen in sich iiber (vgl. S. 186), die hier jedoch 
nicht in Betracht kommen, weil sie die zugrunde gelegten Gleichungen nicht in- 
variant lassen. 
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Geraden aus, den wir in der schematischen Abb. 23 7+) fiir den Koordinaten- 
anfangspunkt eingezeichnet haben; alle diese Kegel sind untereinander 
parallel. Da die Lichtgeschwindigkeit c, in den gewohnlichen Einheiten 
cm und sec gemessen, eine auBerordentlich groBe Zahlist : c=3 -102%cm/sec, 
verlauft der Kegel sehr nahe der X-Y-Ebene. Wenn wir c immer gréBere 
Werte zuschreiben wiirden, schmiegt sich der Kegel dieser Ebene 
immer mehr an und geht schlieBlich fiir c = oo doppeltziahlend in sie iiber. 

Bei diesem Grenzibergang geht das fundamentale Gebilde der Lorentz- 
gruppe im das der Galilei-Newton-Gruppe tiber. Im Fall der Lorentz- 
gruppe kénnen wir namlich dieses Gebilde, wenn wir homogene Punkt- 
KOOUGINGteM =: 5 — Xia X,! Via No Gn 2 == Nes be b —— 4 4, Clntuhren, 
durch die beiden Gleichungen: x; + x5 + x3 — c2xj=0, x; =0 dar- 
stellen. In homogenen Raumkoordinaten w,: ug: U3: uy: us; erhalten 
1 
ie 


re 
“Uy =0. 


wir statt dessen nur eine einzige Gleichung: a; +. u3 + u5 


Wenn wir hierin c unendlich werden lassen, ergibt sich aber: ui + w3 . 
+ u;=0, und das ist gerade die Gleichung des fundamentalen Ge- 
bildes der Galilei-Newton-Gruppe in homogenen Raumkoordinaten. 
Zwischen der Galilei-Newton-Gruppe und der Lorentzgruppe besteht 
also derselbe Zusammenhang wie zwischen der euklidischen und der 
nichteuklidischen Geometrie. 

Diese Beziehungen zwischen den beiden Gruppen haben wichtige 
physikalische Konsequenzen. Nach der klassischen Mechanik muf die 
Welt die Struktur der Galilei-Newton-Gruppe, nach der Elektrizitats- 
theorie dagegen die Struktur der Lorentzgruppe besitzen. Es ist not- 
wendig, sich fiir eine der beiden Gruppen zu entscheiden; die geschicht- 
liche Entwicklung hat gezeigt, daB die Lorentzgruppe zu bevorzugen 
ist. In der Tat miissen wir, wenn wir uns fiir die Galilei-Newton-Gruppe 
entscheiden, die Elektrizitatstheorie in die Struktur dieser ganz wesens- 
fremden Gruppe hereinpressen, was, wie die Erfahrung (z. B. bei dem 
bekannten Michelsonversuch) ergeben hat, zu Unzutraglichkeiten 
fihrt. Wenn wir uns dagegen fiir die Lorentzgruppe entscheiden, 
miissen wir an den Gesetzen der klassischen Mechanik bestimmte Um- 
anderungen vornehmen, damit diese Gesetze auch der Lorentzgruppe 
gegeniiber invariant werden. Da aber die Lorentzgruppe in die Galilei- 
Newton-Gruppe tibergeht, wenn wir die Lichtgeschwindigkeit als unend- 
lich groB ansehen, gewinnen diese Umanderungen nur fiir diejenigen 
Erscheinungen eine Bedeutung, bei denen Geschwindigkeiten von der 
Gr6Benordnung der Lichtgeschwindigkeit auftreten. Infolgedessen kén- 
nen wir bei den meisten Beobachtungen der Physik und im besonderen 
der Astronomie die Giiltigkeit der klassischen Mechanik voraussetzen, 
ohne merkliche Fehler zu begehen. 


1) In Wirklichkeit ist der Kegel sehr viel flacher. 


Sachverzeichnis. 


Abbildung, konforme (= winkeltreue) 
293 — 303. 

—, langentreue 244, 278—280, 293. 

Absolutes KriimmungsmaB 305— 306. 

— Gebilde siehe fundamentales Ge- 
bilde. 

Abstand, kiirzester zweier Geraden 223. 


—, senkrechter 150, 212—214, 220 bis | 


BON ods 

Abstandslinien 216, 225, 273. 

Abwickelbare Flachen 243—244, 278 
bis 281. 

Achsen einer Bewegung 237, 250. 

— einer Cliffordschen Flache 243. 

— einer Spiegelung 224. 

— eines zentrischen Kegelschnitts 230. 

Affine Gerade, Ebene, Raum 3. 

— Koordinaten 1—2, 9—10. 

— n-dimensionale Mannigfaltigkeit 30 
bis 33. 

— Transformationen 22—30. 

Ahnlichkeitstransformationen in. der 
euklidischen Geometrie 96, 109, 125. 

— in den projektiven MaSibestimmun- 
gen 186—187. 

—, Fehlen der — in den nichteuklidi- 
schen Geometrien 186, 273, 276. 

Antikollineationen 51. 
Aperiodische Rotationsflachen konstan- 
ter negativer Kriimmung 284. 
Asymptotisches Dreieck 201, 227, 276, 
Ausgeartete Gebilde zweiter Ordnung, 
; Klasse und Grades 55, 56, 86, 92. 
— projektive MaBbestimmungen 164, 
179—184. 

AuBenwelt, Ma8bestimmungen, die auf 
die — passen 188—189, 205—211. 

Automorphe Funktionen 303, 311 bis 
Sahe 

Axiomatik 32, 161, 304, 


Beltrami — Poincarésches Modell 300, 
309. 


Bewegungen der euklidischen Geometrie 
96—97, 109—110, 125—127, 136, 
139, 141, 146, 187. 

— der elliptischen Geometrie 93— 127, 
insbes. 103 und 117, 150, 187—188, 
212—21'5, 233—244; 

— der hyperbolischen Geometrie 93 
bis 127, insbes. 102 und 117, 187 bis 
188, 213, 224—227, 249—251, 253, 
308. 

— der ausgearteten MaSbestimmungen 
143, 187—188. 

Bogenelement einer Flache im euklidi- 
schen Raum 279. 

— der nichteuklidischen Geometrien 
289—290, 297—298. 

— einer Riemannschen Mannigfaltig- 
keit 289, 292—293. 

Brennlinien und Brennpunkte eines 
zentrischen Kegelschnittes 232. 

Biindel 13, 145—146. 

Bischel 13, 40, 43—45, 173-174, 180 
bis 181. : 

—, verschrankte 91. 


Clifford-Kleinsches Raumproblem 257. 

Cliffordsche Flachen 238, 241 —249, 256 
bis 257. 

— Parallelen 234—236, 241. 

— Raumform der euklidischen Geo- 
metrie 247, 256—257. 

— Schiebungen 234—238. 


Decktransformationen 258, 313. 
Defekt 201, 205. 

Determinanten, geranderte 59, 60. 
—, Rang 62. 

—, Verwendung in der Geometrie 5. 
Differentialzeometrie auf einer Flache 
im euklidischen Raum 277—282. 
—, nichteuklidische 243—247, 304 bis 

306. 


Sachverzeichnis. 


Diskontinuierliche Gruppen 258—259, 


264—269, 310—311. 


Doppelflachen 16. 
Doppelpaar 90. 
Doppelt zahlender Punkt als Klassen- 


gebilde 72, 74. 


Doppelverhaltnis 40—45. 


) 


Festlegung des Winkels und der 
Entfernung durch ein Doppelver- 
haltnis 137—139, 146,151, 164—167. 


Drehungen (= Rotationen) in der ellip- 


tischen Geometrie 106—108, 120 bis 
123, 188, 214—215, 233, 237. 

in der hyperbolischen Geometrie 
106—107, 120—123, 188, 224 bis 
227, 250—251. 

in der pseudoeuklidischen Geometrie 
143—144. 


Dualbriiche 160. 
Dualitatin der projektivenEbene 37—39. 


Ebenenbiindel und Ebenenbiischel siehe 


im projektiven Raum 39. 

im euklidischen Bindel 146. 

in der elliptischen und hyperbolischen 
Geometrie 150, 184—185, 214, 221. 
in projektiven MaSbestimmungen 
184— 186. 


Biindel bzw. Biischel. 


Ebenen, imaginare und konjugiert ima- 


ginare 48—49. 


—,isotrope siehe isotrope Ebenen. 

—, senkrechte siehe senkrechte Ebenen. 
Ebenenkoordinaten, projektive 36—37. 
Ecole polytechnique 10. 

Eigentlich diskontinuierliche Gruppen 


258—259, 264—269, 310—311. 


Eigentliche Kollineationen 94, 111—112. 
Eigentlicher Punkt, Gerade, Ebene in 


der euklidischen Geometrie 132. 


Einheitspunkt 2, 6, 8, 45. 

Einseitige Flachen 15—16. 
Elementarteilertheorie 29, 228. 
Ellipsen in der elliptischen und hyper- 


bolischen Geometrie 228—232. 


Elliptische Bewegungen siehe Bewegun- 


Elliptische 


gen der elliptischen Geometrie. 
Geometrie (= elliptische 
Ma8bestimmung) aut der Geraden 
O—171,, 241 — 213. 

in der Ebene 148—153, 174, 177 bis 
178, 184—188, 190—191, 194 bis 
201, 214—221, 227—232, 264 bis 
265, 272, 285, 289—290, 292—298. 


Klein, Nichteuklidische Geometrie. 
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Elliptische Geometrie im Raume 178 


’ 


? 


; 


bis 179, 184—191, 205—211, 233 
bis 249, 269, 292, 304—306. 
Ubergang zur euklidischen und 


hyperbolischen Geometrie 84, 91, 
190—191, 198, 200, 220, 252 bis 
253. 

Beziehungen zur spharischen Geo- 
metrie 151—153, 191, 194199, 201, 
221, 264—265, 269. 

Bogenelement, Kriimmungsradius, 
trigonometrische Formeln usw. siehe 
Bogenelement usw. 


Elliptische Krimmung 281. 


MaBbestimmung, siehe elliptische 
Geometrie. 

Raumformen 264—265, 269 —270. 
Substitutionen 310. 
Winkelmessung im Biischel 173 bis 
174. 


Entfernung in der euklidischen Geo- 


Entfernungskonstante 164, 


metrie 128—129, 131—133, 139 bis 
141, 179—181. 

in den projektiven MaSbestimmun- 
gen 142—143, 164—170, 179—184. 
AO 1745, 
M7 — Ais LOA 193: 


Entfernungskreise 182. 
Entwicklung der Geometrie 10—12; 


vgl. ferner geschichtliche Einschal- 
tungen. 


Euklidische Geometrie 38, 96—97, 109 


bis 111, 125—147, 166—167, 179 bis 
180, 184—191, 198, 200, 203—207, 
220, 244—247, 250, 252—264, 269 
bis 274, 277—288, 295. 
Bewegungen, Entfernungen usw. 
siehe Bewegungen usw. 
Raumformen 247, 254—264, 269 
bis 270. 


ExzeB 201, 205. 


Fixpunkte bei Kollineationen 28—30, 


32, 1038 — 106, 11/7120. 


Flachen v-ter Ordnung und u-ter Klasse 


> 


36. 

zweiter Ordnung 36, 52—93; Ein- 
teilung 68. 

zweiter Klasse 36, 52—93; Eintei- 
lung 72. 

zweiten Grades 92—93; Einteilung 
92. 

ausgeartete und nichtausgeartete 
55, 56, 92. - 
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Flachen, einseitige und zweiseitige 14 
bis 16. 

—, Geschlecht 265. 

— konstanter Krimmung 282—288, 
305 — 306. 

—, nullteilige, ovale und ringartige 68 
bis 69. 

—,reelle und imaginare 53. 

— verschwindender Kriimmung 282, 
305 — 306. 

Flacheninhalt 199, 201. 

Flachentheorie 277—285, 304—305. 

Formen, positive und negatiy definite, 
indefinite 67, 276, 289. 

Frei-affine Transformationen 23. 

Fundamentalbereich 258, 259, 313. 

Fundamentaldreieck 8. 

Fundamentales Gebilde der euklidischen 
Geometrie 136, 146, 166. 

— der elliptischen und hyperbolischen 
Geometrie 150, 170, 174, 178. 

— der projektiven MaBbestimmungen 
164—167, 179—184. 

Fundamentalgeraden 7. 

Fundamentalgruppe 258. 

Fundamentalpunkte 6. 

Funktionen, automorphe 303, 311 bis 
B45. 

—, hyperbolische 196. 


Galilei-Newton-Gruppe 317. 

GauBsche Zahlebene 49—50, 299—303. 

Gebilde zweiter Ordnung, Klasse und 
Grades siehe Kurven bzw. Flachen 
zweiter Ordnung, Klasse und Grades. 

Gegenbild 209. 

Gemischte Gruppe 94. 

Geodatische Linien 247—249, 277 bis 
278, 289—290. 

Geometrie, elliptische und hyperbolische 
siehe elliptische bzw. hyperbolische 
Geometrie. 

—, Entwicklung 10—12; vgl. ferner ge- 
schichtliche Einschaltungen. 

—, nichtarchimedische 304. 

—,pseudoeuklidische 142—144, 
318. 

—, spharische 146—147; vgl. auch ellip- 
tische Geometrie, Beziehungen zur 
spharischen Geometrie. 

Geradenbiindel und Geradenbiischel 
siehe Bindel bzw. Biischel. 

Geraden, imaginare und konjugiert ima- 
gindre 47—49. 


184, 


Sachverzeichnis. 


Geraden, hoch- und niederimaginare 
48—49, 79. 

—, isotrope siehe isotrope Geraden. 

—,senkrechte siehe senkrechte Ge- 
raden. 

Geradenkoordinaten 9, 33—34. 

Gerade Punktreihe 39—40. 

Geranderte Determinante 59, 60. 

Geschichte der nichteuklidischen Geo- 
metrie 271— 306. 

Geschichtliche Einschaltungen 2, 5, 
10—12, 16, 19, 20, 33, 36—41, 51 bis 
52, 58, 61, 70, 79, 93, 138, 157, 163, 
247, 271—306. 

Geschlecht einer Flache 265. 

Grenzkreis bei automorphen Funktio- 
nen 312. 

Grenzkreise (= Horozyklen) 178, 226. 

Grenzkugeln (= Horospharen) 179, 
249, 252—253, 305. 

Grundgebilde 31, 39, 80. 

Gruppe, Definition 19. 

—, diskontinuierliche 258—259, 264 bis 
269, 310—311. 

—, gemischte 94. 


Harmonisches Verhdltnis 40, 154—157- 

Hauptkreis 296. 

Hauptkriimmungen und Hauptkriim- 
mungsradien 280, 305. 

Hochimaginare Geraden 48—49, 79. 

Hohensatz 221. 

Homogene Ebenenkoordinaten 36—37- 

— Geradenkoordinaten 9, 33—36. 

— lineare Substitutionen 17—21. 

— Punktkoordinaten 2—5. 

— Raumformen 256—269. 

Horospharen (= Grenzkugeln) 179, 249, 
252—253, 305. 

Horozyklen (= Grenzkreise) 178, 226. 

Hyperbeln in der hyperbolischen Geo- 
metrie 229—232. 

Hyperbolische Bewegungen siehe Bewe- 
gungen der hyperbolischen Geo- 
metrie. 

— Funktionen 196. 

Hyperbolische Geometrie (= hyperbo- 
lische MaBSbestimmung) auf der 
Geraden 171—173, 213. 

— in der Ebene 174—178, 185—188, 
190—205, 221—232, 265—269, 271 
‘bis 277, 285—288, 293—303, 308 
bis 309, 311—313. 


Sachverzeichnis. 


Hyperbolische Geometrie, im Raum 
178—179, 185—191, 203—211, 249 
bis 253, 269—270, 304—311. 

—, Ubergang zur euklidischen und ellip- 
tischen Geometrie 84, 91, 190—191, 
198, 200, 252—253. 

—, Beziehungen zur euklidischen Kugel 
191 —200. 

—, Bogenelement, Kriimmungsradius, 
trigonometrische Formeln usw. siehe 
Bogenelement usw. 

Hyperbolische Krimmung 281. 

— MaBbestimmung siehe hyperbolische 
Geometrie. 

— Raumformen 265—270, 313. 

— Substitutionen 310. 

— Winkelmessung im Bischel 173 bis 
174. 

Hyperebene 31, 36. 

Hyperspharen (= Uberkugeln) 179, 249, 
25 2— 253. 

Hyperzyklen (= Uberkreise) 178, 225. 


Imaginare Elemente 46—49. 

— Gebilde zweiter Ordnung und Klasse 

pe Sis 

Indefinite Form 67. 

Inhalt eines Dreiecks 67. 

— eines Kreises 198—200. 

Inhomogene Raumformen 256. 

Invariante 43, 68, 139, 141, 165. 

Invariantentheorie 19, 20. 

Invariantes Dreieck bei ebenen Kolli- 
neationen 104—106.: 

— Tetraeder bei raumlichen Kollinea- 
tionen 117—120. 

Inverse Substitutionen 18. 

Inzidenz 37. 

Isomorphie 213, 308. 

Isotrope Geraden (= Minimalgeraden) 
und isotrope Ebenen in der euklidi- 
schen Geometrie 132—139, 145. 

— Punkte, Geraden und Ebenen der 
elliptischen und hyperbolischen Geo- 
metrie 150, 165—166, 302. 


Kanonische Gleichungsform 65. 

Kegelgeometrie, euklidische 256. 

Kegelschnitt als Ebenengebilde 71—72. 

—, zentrischer 230—232. 

Klassenkurven und Klassenflachen siehe 
Kurven bzw. Flachen. 

Kleinscher Schlauch 262. 

Kogredienz, kogrediente Variable 19 
bis 20, 22. 
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Kollineationen, allgemeines 21—30. 


* —, die ein Gebilde zweiten Grades in 


sich uiberfiihren 93—127, 136, 146, 
150, 165, 186—188. 

—,eigentliche und uneigentliche 95, 
411 — 742; 

Konfigurationen 220. 

Konforme (= winkeltreue) Abbildung 
293—303. 

Kongruenz, lineare 120. 

Kongruenzsatze 217—218, 227. 

Konische Rotationsflachen konstanter 
negativer Kriimmung 284. 

Konjugierte Polaren 58. 

Konjugiert imaginare Punkte, Ge- 
raden und Ebenen 46—49. 

Konstante Kriimmung, Flachen — 282. 

—, Riemannsche Mannigfaltigkeit — 
291. 

Kontragtedienz, kontragrediente Vari- 
able 20, 22. 

Koordinaten, affine 1—2, 9—10. 

— einer Ebene 36—37. 

— einer Geraden 9, 33—34. 

—, homogene 2—5. 

—, projektive 5—10, 45, 153—163. 

Kreise in der euklidischen Geometrie 
136—137, 200. 

— in der elliptischen Geometrie 105 bis 
106, 176—178, 198—200, 214—218, 
220, 228, 230, 243, 248. 

— in der hyperbolischen Geometrie 105 
bis 106, 176—178, 198—200, 218, 
220, 224—230, 276. 

— in ausgearteten MaSbestimmungen 
142—143, 182—183.. 

—,in-, an- und umbeschriebene 218, 
220. 


_—, Schnittpunkte 217, 227. 


Kreisinhalt und Kreisumfang 198 — 200, 
276. 

Kreispunkte, die beiden 
132; 136137: 

Kriimmung (= Kriimmungsma8 = MaB- 
konstante) der elliptischen und 
hyperbolischen Geometrie 193 bis 
194, 208—209, 305. 

— einer ebenen Kurve und einer Flache 
in der euklidischen Geometrie 280. 

— einer Riemannschen Mannigfaltig- 
keit 291. 

—, Flachen verschwindender 
mung 282, 305—306. 

—, absolute und relative 305—306. 


24% 


imaginaren 


Kriim- 
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Kriimmungskreis 280. 

Kriimmungsma8 siehe Kriimmung. 

Krimmungsradius 191, 193, 208—209, 
253, 280. 

Kriimmungstensor 291. 

Kugel, euklidische, Darstellung der 
elliptischen und hyperbolischen Geo- 
metrie auf der — 151—153, 191 bis 
200; 221. 

Kugelkreis, der imaginare 133, 136 bis 
b Wie ivi 

Kugeln in der euklidischen Geometrie 
136—137. 

— in der elliptischen und hyperboli- 
schen Geometrie 179, 233, 249, 252 
bis 253. 

Kurven z-ter Ordnung und -ter Klasse 
35. 

— zweiter Ordnung 35, 52—93; Ein- 
teilung 70. 

— zweiter Ordnung in der elliptischen 
und hyperbolischen Geometrie 227 
bis 232. 

— zweiter Klasse 35, 52—93; Eintei- 
lung 74. 

— zweiten Grades 85—87; Einteilung 
85. 

—, ausgeartete und nichtausgeartete 55, 
56, 86. 

—, nullteilige und ovale 68—70. 

—,reelle und imaginare 53. 

— konstantenAbstandes von einer Gera- 
den (= Abstandslinien) 216, 225, 
23. 

Kiirzester Abstand zweier Geraden 223. 


Langentreue Abbildung 244, 278—280, 
293. 

Leitlinien einer Kongruenz 120. 

Lineare Kongruenz 120. 

— homogene Substitutionen 17—21. 
— Substitutionen einer komplexen Ver- 
anderlichen 103, 253, 306—309. 
Linienkongruenz, synektische 306. 

Lorentzgruppe 144, 318—319. 
Loxodromische Substitution 310. 


Mannigfaltigkeit, 2-dimensionale 30 bis 
33, 36, 80, 166, 179, 203—205, 269, 
288—293, 316—319. 

—, Riemannsche von z Dimensionen 
289 — 293. 

—, Riemannsche, 
mung 291. 


konstanter Krim- 


Sachverzeichnis. 


MaB8bestimmung, elliptische und hyper- 
bolische siehe elliptische bzw. hyper- 
bolische Geometrie. 

—, parabolische 170, 180—184, 189. 

—, projektive 163—188, 303—304. 

—, projektive, ausgeartete und nicht- 
ausgeartete 164. 

MaBkonstante (= Kriimmung = Kriim- 
mungsmaB) der elliptischen und 
hyperbolischen Geometrie 193—194, 
208—209, 305. 

Minimalgeraden siehe isotrope Geraden. 

Mittelpunkt eines zentrischen Kegel- 
schnittes 230. 

— eines in-, an- und umbeschriebenen 
Kreises 218, 220. 

Mittelsenkrechte 220. 

Modulfunktion 312. 

Moebiussches Band 15. 

— Netz 161. 


Nabelpunkt 280. 

n-dimensionale Mannigfaltigkeiten 30 
bis 33, .36, 80, 166, 179, 203—205, 
269, 288—293, 316—319. 

Negativ definite Form 67. 

— gekriimmte Flachenstiicke 281. 

Nichtarchimedische Geometrie 304. 

Nichtausgeartete Gebilde zweiter Ord- 


nung, Klasse und Grades 55, 56, 
86, 92. 
— projektive MaBbestimmungen 163 


bis 179. 
Nichteuklidische Differentialgeometrie 
243—247, 304—306. 
— Bogenelement 298—290, 297 bis 
298. 
— Geometrie, Geschichte 271—306. 
Niederimaginare Geraden 48—49, 79. 
Normalenschnitt einer Flache 280. 
Nullteilige Flachen und Kurven 68, 70. 


Operationen, vertauschbare 113. 

Ordnungskurven und Ordnungsflachen 
siehe Kurven bzw. Flachen. 

Orthogonale (= senkrechte) Punkte 
150, 212—214, 220—221, 231. 

— Substitutionen 102, 116, 124. 

— Trajektorien, Kreise als — 216, 225. 

Ovale Flachen und Kurven 68—70. 


Parabeln in der hyperbolischen Geo- 
metrie 229, 230. 

Parabolische MaBbestimmung 170, 180 
bis 184, 189. 


Sachverzeichnis. 


Parabolisehe Substitutionen 310. 

Parallele Ebenen 249. 

— Geraden 148, 154,207,214, 221—222, 
233—236, 249, 271—277. 

Parallelenaxiom 271—277. 

Parallelenwinkel 222. 

Parameter, Abhangigkeit von einem — 
46. 

Parameterform der Gleichung einer 
Geraden, einer Ebene, eines Grund- 
gebildes 4, 5, 9, 31. 

Poincarésches Modell der hyperboli- 
schen Geometrie 300, 309. 

Pol, Polare, Polarebene 54, 55. 

Polaren, konjugierte 58. 

Polartetraeder 65. 

Polarverwandtschaft 53—58. 

Positiv definite Form 67. 

— gekriimmte Flachenstiicke 281. 

Projektive Gerade, Ebene, Raum 3, 12 


bis 17. 
— Geraden- und Ebenenkoordinaten 
$3345 50-37. 


— MaB8bestimmung 163—188, 303 bis 

- 304. 

— MaB8bestimmung, ausgeartete und 
nichtausgeartete 164. 

— n-dimensionale Mannigfaltigkeit 
siehe Mannigfaltigkeit, m-dimensio- 
nale. 

— Punktkoordinaten 5—10, 45, 153 
bis 163. 

— Skala 27, 157—161. 

— Transformationen siehe Kollineatio- 
nen. 

Punkt als Klassengebilde 34 — 36, 72, 74. 
Punkte, imaginare und konjugiert ima- 
ginare 46—49. : 

—, isotrope siehe isotrope Punkte. 

—, orthogonale siehe senkrechte Punkte. 

Punktepaar als Klassengebilde 72, 74, 
84. 

Punktkreis 137, 178. 

Punktkugel 137. 

Punktreihe, gerade 39—40. 

Pseudoeuklidische Geometrie 142—144, 
184, 318. 

Pseudosphare 284. 


Quaternionen 238—241. 

Rang einer Determinate 62. 
Raumformen 247, 254—270. 

—, homogene und inhomogene 256. 
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Raumstiick, Beschrankung der Betrach- 


tungen auf ein endliches — 153 bis 
154. 

Reelle Gebilde zweiter Ordnung und 
Klasse 53. 

Relatives KrimmungsmaB 305. 

Relativitatstheorie 316—319. 

Riemannsche Mannigfaltigkeit von n 
Dimensionen 289—292. 

— Zahlkugel 50—51, 307. 

Riemanns Habilitationsvortrag 285, 
288. 

Ringartige Flachen 68—69. 

Ringform 259—264. 

Ringférmige Rotationsflachen konstan- 
ter negativer Kriimmung 284. 

Rotationen siehe Drehungen. 

Rotationsflachen konstanter negativer 
Kriimmung 282—288. 


Schiebungen 113—116, 188, 233—240. 

Schnittpunktsatze 218—221. 

Schraubenlinien 124, 126—127, 248 bis 
249. 

Schraubungen 124, 126—127, 188, 238. 

Schwerpunktskoordinaten 11—12. 

Seitenhalbierende 218. 

Seitenmittelpunkte 218. 

Senkrechte Ebenen 135. 

— Geraden 134, 139, 150, 214, 216, 220 
bis 224, 235—236, 249. 

— (= orthogonale) Punkte 150, 212 
bis 214, 220—221, 231. 

Skala, projektive 27, 157—161. 

Spharische Geometrie 146—147. 

—, Beziehungen zur elliptischen Geo- 
metrie siche elliptische Geometrie. 

Spiegelungen 213, 215, 224, 233. 


_Starre Transformationen 186—188; vgl. 


ferner Bewegungen sowie Umlegun- 


gen. 

Stereographische Projektion 50—51, 
295—296. 

Stetigkeitsaxiome 161, 304. 

Stigma 256. 


Strahlbiindel und Strahlbiischel siehe 
Biindel bzw. Biischel. 

Stromlinien 310. 

Substitutionen, elliptische, parabolische, 
hyperbolische und loxodromische 
310. 

—, inverse 18. 

—,lineare homogene 17—21. 

Synektische Linienkongruenz 306. 
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Tangentialdreieck 98, 104. 

Tangentialgleichung 98. 

Tangentialtetraeder 75, 783—79. 

Topologische Anwendungen der nicht- 
euklidischen Geometrie 315—316. 

Tragheitsgesetz der quadratischen For- 
men 67, 80. 

Tragheitsindex 66, 73. 

Traktrix 284. 

Transformationen, affine, frei-affine und 
zentro-affine 22—30. 

—, projektive siehe Kollineationen. 

—,starre 186—187; vgl.ferner Be- 
wegungen sowie Umlegungen. 

Translationen 121—123, 188; vgl. auch 
Drehungen. 

Trigonometrische Formeln der ellip- 
tischen und hyperbolischen Geo- 
metrie 195—198. 


Ubergang zwischen elliptischer, eukli- 
discher und hyperbolischerGeometrie 
84, 91, 190—191, 198, 200, 220, 252 


bis 253. 
— zwischen den Gebilden zweiten Gra- 
des 80—91. 


Uberkreise (= Hyperzyklen) 178, 225. 

Uberkugeln (= Hyperspharen) 179, 249, 
252—253. 

Umlegungen in der euklidischen Geo- 
metrie 96—97, 109—111, 125, 136, 
141, 187. 

— in der elliptischen Geometrie 93 bis 
127, insbes. 103 und 117, 187, 212 
bis 215, 233. 

— in der hyperbolischen Geometrie 93 
bis 127, insbes. 102 und 117, 187, 
213, 224, 308. 
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